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1．　 は じめ に

　非 線 形 シ ス テ ム に対 す る シ ス テ マ テ ィ ッ クで 有 効 な

制御系設計 の 1つ と して，1990年代後半 か ら，状態依

存型 リ ッ カ チ 方程式 （State−dependent 　Riccati 　equation ：

SDRE ＞に 基づ く制御系設計法が 脚 光 を浴 び ，現在 も精

力的 に 研究が な さ れ て い る．黎 明期は，Pearsoni〕や ，

Wernli ，　 CookZ
’

に よ っ て 研究 が な さ れ，90 年後半 に

Mracek　K’　Cloutier　
i）
がその 有効性 に再着 目 し ， 以後，理

論 ・応用両面 に おい て 加速的 に研究が 進 め られ て い っ

た．ま た，計 算機 の 処 理 ス ピードが 上 が る に つ れ て ，

SDRE に 基づ く制御器 の 実 シ ス テ ム へ の 実装可能性が飛

躍的 に 向上 し，誘導制御
4：1，自動操 縦

5・6．7）

，衛 星 制御
s 〕，

プ ロ セ ス 制御
9），ロ ボ テ ィ ク ス t°）

な ど さ まざまな 実用 が

検討さ れ，実際に試され て きた と い う側面 も見逃せ な

い ．著者 ら もSCARA 型 マ ニ ピ ュ レ
ー

タ や 倒 立 振子 な ど

の メ カ ニ カ ル シ ス テ ム を対象 に ，
シ ス テ ム 内部 に 発生

す る内力
1u2

や 環境 と の 干渉力 を考慮 した制御系
13
遊 ，

SDRE の フ レーム ワ
ーク の な か で 実現 して い る．そ こ

で，本稿で は，近年注 目 を集 め て い る SDRE に 基 づ く

制御系設計 に つ い て 概説 し，応用事例 と し て SDRE に

よ る蛇型 ロ ボ ッ トの 移動制御 に つ い て 紹介す る，

　SDRE に基 づ く制御系 の 特徴は，制御対象で あ る 非

線 形 シ ス テ ム の 表現 （パ ラ メ トリ ゼーシ ョ ン ，ま た は そ

の 導出 に 由来 しで
5

分解；Factorization
”
）に 起因す る．す
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なわ ち，非線形 シ ス テ ム を，線形 シ ス テ ム の 状態空 間

表現 の よ うに，状態ベ ク トル と係数行列の 積で表す こ

とか ら始 ま る，本 稿 で は，入 力 に対 して ア フ ァ イ ン な

非線形 シ ス テ ム

fU； プ〔x 〕＋ B 〔x 〕u，　 x 〔0｝ニ Xo （1）

を扱 うこ と に す る．こ こ で，x ∈ R ’t は 状態ベ ク トル ，　 u

∈ 7ひ は 入力 ベ ク トル ，f
’
：Rn →Rn は C1 級関数，　B ：R ’，

→ R ・ ・ m

か つ B （x ）≠ 0，∀x とす る．また，状態 ベ ク ト

ル x は 直接観測 可 能 で ， x ＝ O が平衡点で あ り．f（0）＝ 0

とす る．こ の と き，f（’）∈ C ，

（Rn ）は ，状 態ベ ク トル x

の 非線形行列値関数 A ：Rn→ R ”Xn

を用 い て

f｛x）＝A （x｝x

と表され，（1）も

元＝A （x ）x ＋ β （兀）”

（2）

（3）

と なる，係数行列 A や B は 状態 に 依存す る こ とか ら，

状態依存型係数 （State−dependent　coefficients ：　SDC ）行列

と呼 ば れ る，

　 さ て ，（3）と表現 され た シ ス テ ム に 対 し，二 次形式 と

似た構造を持つ 評価関数

・・f／ 9 〔x 〕x ＋ 諏 卿 （4）

を最小化す る制御系設計の 問題 を 考える．こ こ で ，Q ；

R ”
→ R ”xn

，　 R ：Rn → R ’nXm は ，そ れ ぞ れ ，状 態 と入 力

に 対す る 状態依存型 重み 行列 で あ り，g（x ）≧ o，R （x ）＞ o，

Vx とす る．係数行列 が 状 態 ベ ク トル x に依存す る た め，

（4）は x に 関 して 二 次形式 で は な い が
， 線形 シ ス テ ム に

対す る最適制御 の 設 計問題 と
， 表現 hの 構造 が 同 じ た
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め，制御則 も同様 に

u ＝− R
− 1

囲 B   κ〕P 国 兀 （5）

と表現 す る こ とを考える．こ こ で，P （x ）は 状態依存型

リ ッ カチ方程式（SDRE ）

P ｛x ｝A 〔x ）＋ A τ

（x ）P （x ）＋ （〜倒

　一P 〔x ）B 〔x〕R
− 1

〔x ）　B
τ

〔x ）P 〔x 〕＝0 （6）

の 唯
一

な正定対称解 とす る．SDRE に 基 づ く制御系設

計 の 名前は ，（5＞の 制御則 を得 る た め （6）の SDRE を解

くこ と に 由来 して い る．SDRE に 基 づ く制 御系設 計 を

実際 に 行 うと きは，ある 時点 で の 状 態各点 に お い て （6）

の SDRE を 解 き，そ の 解 を もっ て （5）に よ り入 力を与え

る こ とに なる ．

　 非線形 シ ス テ ム の 最適制御問題 は，Hamilton−Jacobi−

Bellman （HJB ）方程式を解 くこ と に 帰着され る が，低次

元 の 非常 に 簡単 で 特殊 な ケース を除 き，HJB 方程式を

解 い た り，ま た は 二 点境 界値問題 を 解 く こ と は
一

般 に

難 し い ．一方で ，SDRE に 基 づ く制御系設計 は ，　 HJB 方

程式 に直接触 れ る こ となく，線形 シ ス テ ム に 対
．
す る最

適 制御系設 計 の 延 長上 と して 入 力 を 決 定 す る こ とが で

きる．こ の 点 が 多 くの 応 用層 を 惹 きつ け る一
番 の 魅力

で あると考える．

　 しか しな が ら，SDRE に基 づ く制御系設 計 に お い て

は，以 下 の 点 を 検討 せ ね ば な ら な い ．まず，（2）の パ ラ

メ ト リゼ ー
シ ョ ン は，プ

’
（x ）が ス カ ラ

ー
関数で ある 場合 を

除い て
一
意 に 決ま ら な い ．また ， 状態各点 で 状態依存

の リ ッ カ チ方程式を解 くこ と で 安定化 フ ィ
ー

ドバ ッ ク

制 御 則 が 存在 しう る の か ，そ の 制 御 則 に よ っ て シ ス テ

ム 全体 の 安定性 が 保証 さ れ る の か，また，最適性 が 保

た れ る の か，と い っ た こ と に 注意を 払 う必要 が あ る．本

稿 で は こ れ ら の 事項 に つ い て 概説 す る が ，CLoutier，

Mracek ら
3・141’に よ っ て 詳細 に 言及され て い る の で 参考

に され た い ．

　 こ の よ うに ，魅力的 で 応用性 も高 い と 考 え られ る

SDRE に基 づ く制御系設計 に お い て も，未解決 と され

る 問題 が まだ 多く残さ れ て お り，こ れ か ら の 研究成果

が 期待 さ れ て い る．

　 まず，安定性 の 問題 で あ る．SDRE に 基 づ く制御系で

は
， 通常 ， 局所漸近安定性 が 議論 され る が

， 大域的漸

近安定性 に つ い て は，閉 ル
ー

プ系 の SDC 行列 A （x ）− B

（x ）K （x ），ゲ イ ン 関 数 κ （x ）＝R
−1（x ）B （x ）P （x ）カ§特殊 な

形 を して い る場合や ，状態が ス カ ラー
の 場 合 な ど，限

定 され た場合 に つ い て の み 示 さ れ て い る．ま た，評 価

関 数内の SDC 重 み 行列 Q（x ＞，R （x ）の 調整 は
， 線形 シ ス

テ ム に お け る定数重 み 行列 の 場合 に 比 べ ， x の 関数 と

な っ て い る こ とか ら 自山度 が 格段 に 増 え て お り，現状

で は ヒ ュ
ー

リ ス テ ィ ッ ク な方法 に 頼 ら ざる を 得ず，設

計指針 が 具体 的 に与え ら れ て い な い ．

　次 に，最適性の 問題 で あ る．SDRE に基 づ く制御系の

性能 は，後 で 述 べ る よ うに A （x ）の パ ラ メ ト リゼ ーシ ョ

ン に 依存す る．しか し，A （x ＞の パ ラ メ トリゼ ー
シ ョ ン

は，2次 以 tlの シ ス テ ム の 場 合
一

意 に 決 ま ら な い ．よ っ

て ，あ る A （x ）の も とで 設計され た 制御系は 準最適 と な

る ．現状 で は，ある 緩 い 条件 の も と で ，最適 と な る A （x ＞

の パ ラ メ トリ ゼ
ー

シ ョ ン が 存在 し
， そ の 意味 で SDRE

は 最適制御 と な りうる こ とは 証明され て い る が ， 実際

に そ の パ ラ メ トリゼ ーシ ョ ン を与え る 方法 は未だ に 見

つ か っ て い な い ．

　最後 に 実装 ヒの 問題 で あ る．状 態 の 各点 で SDRE を

解 か なけれ ば な らない た め ，実装で は，比較的早 い レ
ー

トで リ ア ル タ イ ム に SDRE を 解 くこ とが で きる 計算環

境を必 要 とす る．幸運 に も，SDRE の 場合 で は ，シ ス テ

ム の 状 態 数 に 対 して 計 算負 荷 が 多項 式 的 に 増 加 す る こ

とが知 られ て い る た め，計算負荷 は，計算機性能 の 向

上 に よ っ て あ ま り問 題 と な ら ない 可 能性 が あ る ．著者

ら も，CPU 　700MHz 程度 の 計算機 に 512MB の メ モ リ を

積 ん だ，Windows 　XP シ ス テ ム に実装 し た と こ ろ，4次

の 非線形 シ ス テ ム に対 して lkHz の レ
ー

トを達成す る こ

とが で きて い る．

　また，実 装 で は必 ずイ ン ターバ ル 毎に制 御をす る こ

と に な る の で
，

は じめ か ら離散系 の 枠組 み で SDRE に

基づ く制御系 を考 え る 動 き
15／’が 始 まっ て い る．SDRE に

基 づ く制 御 系 設 計 は 従 来 ，連 続系 の 範疇 で 行 わ れ て き

た が ，著者 ら も近年，離散系に対す る SDRE の 制御系

に着目 して お り，今後の 発 展 が 期待さ れ る，

2． 解 の存在性
「6丿

　非線形 シ ス テ ム （1）に 対 し，評価 関 数 （4 ）を最小 とす

る 最 適制御問 題 は ，ハ ミ ル トニ ア ン

・ ・
∂

守
）
〔掴 ・ ・（鋼 ・ t〔・ ・e （・）・ ＋ uTR ・（x ）u ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7 ）

を 用 い て ，HJB 偏微分方程式

　　　・ ・

∂

富
）

）・・ 　 　 …

を 満 た す正 定 関 数 V （x ）を得 る 問題 に 帰着 され る ．

［仮定 1］　 非線形 シ ス テ ム を平 衡点 まわりで 線形化 し

… テ ・ ｛塞（・LB （・），QV！（・）｝が 可 錠 か つ 可 黜

で あ り，V （x ）が
’F衡 点近傍 で 局所 リプ シ ッ ツ 連 続で あ る．
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　こ の 仮定 の も とで，滑 らかな正定関数 V （x ）が存在す

る平衡点 近傍の 領 域 に お い て ，（4）を最 小 化す る 最適制

御 入 力 は

　　　u
・
（x ）・− R

− 1
〔・〕B

・

〔・〕
∂｝Tii2i「）

と与 え られ ，（8）へ 代 入 す る こ と で

〔9）

∂

葦／y2”）
．f〔x 〕

−s
∂

窪
｝
・ ω π

1

〔剃 ・）
∂

讐
万）

　　　＋ 去・
’
．
Q（・）x ・0 　　　　　　 （10＞

を得る．こ こ で （10）の テ イ ラ
ー

級数展 開 か ら ∂V 〔0）ノ∂x

＝0 が 得 られ る の で ，あ る行列値 関数 P （x ）を 用い て

　　　　∂v （x ）
　　　　　　 ＝P （x ）x 　　　　　　　　　　 （ll）
　 　 　 　 ∂x

と書 き表 せ る
17 ）．線形 シ ス テ ム の 場合 と同 様 に （2），

（11）を（10）へ 代入す る と

xT ［P （x ）A （x ）＋ A τ

（x ）P （x 〕＋ Q 〔x ｝

　　− P 〔x ）B （x）R
■］

（x）B
τ

〔x ）P 〔x ｝］x ＝0　　（12）

を得 る ．線形 シ ス テ ム の 場合 は （12）の 括弧内 よ リ リ ッ

カ チ 方程式 が 直接導 出 さ れ る が，非線形 シ ス テ ム の 場

合 は A （x ）が 状 態 に 依存 す る た め
， 必ず し も （12）の 括弧

内式 が 0 で あ る こ と を示す もの で は な い ．

　本来，（11）が示す よ うに P （x ）x が V （x ）の 勾配 を与え，

か つ ，P （x ）が （12）の 解で あ る こ とが 要請 され て い る が，

SDRE に 基 づ く制御系設 計の ア プ ロ ーチ に お い て は，

（11）の 勾配 で あ る とい う要 請 に は 目 をつ む り，状態各

点 に おけ る SDRE の 正定対称解 P （x ）を求 め る とい うこ

と で ，（12）を満 た す近似的な解を得 て い る．つ ま り，得

ら れ る制 御 則 （9）は準 最 適 と な る．しか し な が ら，HJB

方程式 を解 くこ と は一
般 に 難 しい ため，SDRE を解 く

と い う比較的単純 な 操作 で ，有益 な 近 似解 が 得 ら れ る

こ と に は 意義が あ る と 考え ら れ て い る．こ の よ うな 背

景 の もと，以下 ，パ ラ メ トリゼ ーシ ョ ン の 自由度，SDRE

に基 づ く制 御系の 安定性 ，最適性 を検証 して み よ う．

3、 パ ラ メ トリゼ ーシ ョ ン の 自由度

状態 κ が ス カ ラ
ー

の 場合，（1）の パ ラ メ トリ ゼ ーシ ョ

ン は

fU・ ・ （・）x ＋ b 〔x ｝u，　 a・（・）・ik（9x） （B ）

と
．・
意 に 決 まる，しか し，次 の ような 2 次 シ ス テ ム

dr1＝i 〔Xl，　XZ ）＋ わ 1 〔X 〕U

x2 ＝，f2〔x 【，κ2 〕＋ わ2 国 u （14）

で さえ，例 えば，艦
＝［，fi（祢 κ

2）1x．　O］x か ，ま た は Si＝

［o，五（Xl，x2 ）1　x2 ］x か と，異 なる パ ラ メ ト リゼ ーシ ョ ン

を簡単 に 作 り出 す こ とが で きて しま う．さ ら に，仮 に 2

つ の 異 な るパ ラ メ トリゼ ー
シ ョ ン f（x ）＝A

，
（x ）x ＝A2（x ）x

が あ る とす る と，任意 パ ラ メ
ータ α に 対 して A （x，α ）＝

aAi （x ）＋ （1 一α）A
コ
（x）も全 て   を満 た し，無数 に存在す

る こ と に な る．

　k ＋ 1個 の 異 な る パ ラ メ ト リゼーシ ョ ン A
，
（x）が存在す

る と き
，

k 次 の ベ ク トル a ＝［α
［．＿，α 」確 パ ラ メ

ー
タ

と して，SDC 行列の パ ラ メ トリ ゼー
シ ョ ン は，

．
般 に

　　A 〔x，a ）＝〔1− ak ）Ak＋1 〔x ＞

　　　　　・ 嵐僚・
，）〔1一α

・
一勘 ） （15）

と与 え ら れ る
］41，．た だ し α

o
＝O．（15＞の パ ラ メ トリゼ ー

シ ョ ン よ り，（6）の SDRE の解も a を用 い て p （κ，　a ）と

な る，つ ま り，SDRE に 基づ く制御系は a に よ っ て パ

ラ メ トラ イズ さ れ
，

シ ス テ ム 性能 ， 安定性 ， 最適性 な

ど に 影響を与え る の で ，設計 の 自由度 と して 捉え る必

要 が あ る．

4． 安定性

　 は じめ に ，慣習 1611に した が い 用語 を定義す る．SDC

行列 ｛A （x ），B （x ）｝が あ る 領域 の 状態 κ ∈ Ω 各点 に関 し

て 可 安定な ら ば，（3）は 可安定な実現 と呼ぶ 。同様 に

SDC 行列 ｛A （x ），　eln〔x ）｝が あ る 領域 の 状態 κ ∈ Ω 各点

に 関 して 可検出な ら ば，（3）は 可検 出な実現 と呼 ぶ ，あ

る 領域 の 状態 x ∈ Ω 各点 に 関 して ，SDC 行 列 A （x ）の 固

有値全 て が 複素開
．
h． ・，卜平面 に あ る な ら ば，（5）は領域 Ω

に お い て 各点 フ ル ビ ッ ツ で あ る とい う．さて ，以 Fの

仮定 の も と，SDRE に よ る 制御則 に よ っ て 局所安定性

が 与え ら れ る こ とを示す．

［仮定 2］　 SDC 行列 A （
・
），B （

・
），（〜（・），R （・）が C1（Rn）

級行列値関数 で ，か つ ，SDC 行列 の 組 ｛A （x ），B （x ）1，
｛A 〈x ），g1’2 ω ｝が それ ぞれ 可安定な実現 可検 出な実現

で あ る と 仮定す る ．

［定理 1］3：

シ ス テ ム （1）に 対 して，SDRE （6）の 正 定対

称 か つ 各点可安定な 唯
一
解 P （x ）を用 い た フ ィ

ードバ ッ

ク制御 （5）を施す こ と を考え る．こ の とき， 仮定2の も

とで ，SDRE に 基づ く制御系設計 は，局所的 に 漸近安定

な制 御 則 を 与 える．

［証明］　 閉 ル
ープ系 を S ＝Ac

，．（x ）x と記述す る．仮定 よ

りSDC 行列 は C ，

（7初 級関 数 で あ る の で，　P （x ），ACL（x ）も

同様 に Cl（7Z・）級関 数 と な る ．よ っ て ，平均値 の 定理 よ り

　　　ACL 〔x ｝・ACL 〔・〕・

∂鴻

ぎ1
〔1）x

た だ し z ∈ ［O，x ］．よっ て
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　　　・
’・ACL 〔・）・ ＋ xT

∂

≒妻
〔z｝

・

　　　　・ACL （・）・ ＋ 歯・
・
∂

≒割 1国 1

第 2 項 は 1「xl ［− O の と き 0 と な る の で ，平衡点 x ＝0 付

近で の 挙動は A
‘，，
（O）が 支配的 と な る ．と こ ろ で

，
SDRE

に よ りACL（x ）は 各点 で 安定 とな っ て い る ため，ACL（0）は

x ＝0 の 付 近 で 局所 的 漸 近 安 定 とな る．　　 　　 　 ■

　定理 は 局所漸近安定性を与 え るが
， 大域的漸近安定

性 を解析 的に 示す こ と は難 しい ．現在 の と こ ろ ，ACL （x ）

が 特殊な形 を して い る 場合の み，大域的漸近安定性が

与え られ て い る．

［定理 2］14
’
1

仮定 2 を 満た し，SDRE に 基 づ く制御系の

閉 ル ープ系SDC 行列ACJ．（x ）が 全 て の 状態 κ に 対 して 対

称 で ある な らば，系は 大域的 に漸近安定 で あ る．

匚証明 ］　 リ ア プ ノ ブ 関 数の 候 補 と して V（x ）＝xTx を考

え る．こ の と き

レ〔x ｝＝ κ 長 ＋ rk　Tx

　　＝xT 〔Ac 乙〔x ）＋ AZ
乙〔x ））x ＝2x ／Ac

乙 〔x ）x

Ac
，
（x ）は 各点 フ ル ビ ッ ッ と な る よ う に 設 計 さ れ て い る

の で
， Aa （x ）は全 て の x に お い て 負定．すな わ ち ウ＜ O，

∀x，よ っ て ，大域的 に 漸近安定．　　　　　　　 ■

　 また，状態が ス カ ラ
ー

の 場合 に は，SDC 行列表現 は

（13）と一
意 に 決 まり，SDRE に 基 づ い た 制御系 は 大域

的 に漸 近 安 定 と な る こ とが V （x ）ニxi 　12 よ り簡単 に 示 す

こ とが で きる 141／．しか しな が ら，高次 シ ス テ ム に対す る

大域 的 な漸近安定性 を 示す こ と は
一

般 に 難 し く，ある 限

定的 な条件 の も と に お ける 事例 が 報告 され て い る 3・　ls／’．

　 また，安定性が示 され た ケ
ー

ス に お い て も，最適性

で あ る か ど うか は ま た 別 途議論せ ね ば な ら な い ．次節

で は，最適性 に つ い て 見て み よ う，

　 5． 最適性

　最適化問題 で は
，

よ く最適性 の 必要条件 が 議論 され

る．（1）の シ ス テ ム に 対 して 評価関数（4＞を最小化す る

最適 レ ギ ュ レ ータ問題 に お け る ，最適性の 必要条件 は ，

ハ ミ ル トニ ア ン （7）を 用 い て

　　　器 穏 ・誓 ・書 　 　（16）

と与えら れ る．Mracek ら もSDRE に 基づ い た制御器 の 最

適性 を，こ の 必要条件 を 用い て チ ェ ッ ク して い る
3）．ハ

ミル トニ ア ン （7）よ りλ＝∂W ∂x で ある こ と に注意す る と

器・BT 〔・）λ・ R 〔x）　tt

u は （5）で 与 え られ る の で

　　　器・・w − R・（・ ）　R
’i

（x ）　BT （榔 ・

　　　　　＝BT （x ）（λ一P 〔x ）　x ）

こ こ で ，（II）よ り λ＝P （x ）x と な る の で

　 　 　 　∂H
　　　 万π

＝0

よ っ て ，い つ で も人 力 に関 す る必 要 条 件 を 満 た す こ と

が 確認 され る．

　次 い で ，随伴変数 に 関す る 必要条件 を チ ェ ッ ク して

み よ う．こ こ で ，さ ら な る仮定をお く，

［仮定 3］　 ∂A 〔x ）／∂x，∂B （x ）1∂x，∂P （x ）1∂κ，∂Q （x ）！∂x ，

∂R （x ）〆∂x が 有界で あ る ．

　さ て，λ＝一∂H1∂x よ り

　　λ．一
砂簡

λ＿uT
∂β簡

λ
　 　 　 　 　 ∂x 　 　 　 　 ∂x

　　　− 9 国 一 去・
・

響 ・
一
昇

∂

各笋 （17）

（11）の 微 分 よ りλ＝P（x ＞x ＋ P （x ）S な る 関 係 と，（2），

（5）を用 い る と，（17）は

戸国 κ ＋ P （頑 A （x ｝
− B 〔x ）R

− ：

ω 8 τ

国 P 国〕x

・ x
・
∂

碧
κ）

肺 ＋ ・w （x ）・ ＋ Q （・｝x

−
・

・ P （・ ）B （x ｝R
−1

〔x ｝
∂

碧
κ〕

・ （x ）x ＋i・
・
∂

警
〕

x

・ 去x
・P （・ 〕B 〔x ｝R

−
・

（x ｝
∂llitx）R

− 1

（x ｝B
・
’
｛・）P （・）x ・・

触 ＋ ・
・
∂

笨
κ 〕

・ 〔・〕・ ＋ ぎノ
∂

号1κ）・

一
・ 堕 〔・ ）・ 〔x ｝・

−1

〔・噤
x ）

・ （・）・

・ 麦・
・P 国 β 〔・〕R

−1
圃

∂

暑1κ〕R −1〔・ 〕8
・

〔・｝姻 ・

　＋ ［P 〔x 〕A 〔κ｝＋ バ 〔κ）P 〔κ〕＋ 9国 一

　　 P ω β 〔κ〕R
−1
〔κ〕BT （x ）P 〔兀）］x ＝0 　　 （18）

と な る．（18）式中 の SDRE は （6）よ り 0 と な る が，残 り

P（・）・ ＋・
・
∂

鵠
x 〕P （・）x ＋SxT

∂9／ilix）
・

− x
・ P 〔x ）・ ｛x ）・

−1
〔・）

∂

碧
κ｝

・ （・ ）x

・ 吉・
・pc ・ ）B ｛x ）R

−i
〔x ）

∂

詈1κ）R −1
〔x ｝B

・

（x ）P （x ）…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）

は Mracek ら 3／’に よ っ て ，　 SDRE に お け る最 適 ll　．の 必 要

条件 と して 与 え られ た．（19）は SDC 行列 A （x ）の 取 り方

に よ っ て
一

般 に は 満 た さ れ な い が，Mracek ら は 適切 な

変換 の も とで
， 最適 1生の 必要条件 （19）の 左 辺 の 。 。 ノ ル
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ム が ，状 態 κ の 「 次形 式関 数 で抑え ら れ る こ と を示 し

た．す な わ ち，SDRE に 基づ い て 設計 され た 制御則 （5）

に よ り局所的 に 漸近安定化 さ れ て い る こ とか ら
，
．r→0

とな り，こ の とき最適性 の 必 要条件 （19）左辺 も局所的

か つ 漸 近 的 に 0 と な る，す な わ ち 漸近的 に必 要条件が

満 た され る こ とに なる．

　Mracek が議論 した 最適性 は局所的で あ り，大域的な

最 適性 に つ い て は Huang ら 191が詳し く研究 して い る．

［補題 1］　 ベ ク トル 値関数p ：X →惣 が Cl（Rり級関

数 で ，x ∈ X に 対 して p （x ）＝ ［Pl（x ）、＿．　p，，（x ＞］
t とす る ．

こ の と き ∂V （x ＞ノ∂x ＝p （x ）と なる V ：X − R が存在す る

必要十分条件 は

∂

寄
｝一

∂

餐
）
・− Vx ・ ・ 胆 ・ ・・

・ ・ ・…

で あ る ，（20）が 成 り立 つ な ら ば y は

咽 ・・
’

∬・ （融 ・ 〔・〕・・ （21）

と 与 え られ る，

　 こ の 補題 に よ り大域 的最適性 が 議論 され る．

［定理 3］　 ’g ／，SDRE が 正 定対称解 P ：71n→ 児
・入・

を持

つ とす る ．こ の と き（ll）が p （x ）＝ P （x ）x と して 〔20）を

満た す な らば，（5）は，〔1）に 対 して （4）を最小 化す る 最

適状態 フ ィ
ードバ ッ クで あ る ．こ の と き V は

v （・）… ル・ 囿 伽

と与え ら れ る ．

　 さて，A （x ）の パ ラ メ トリゼ ーシ ョ ン の 結果 と して （20）

を満 た す もの が 存在 す る か が 問題 と な る ，Huang ら 】9．

は SDC 行列 A （x ）の パ ラ メ トリ ゼ ー
シ ョ ン の 自由度 に 対

応す る フ リ
ー

パ ラ メ
ー

タ を導入 し，そ の 形式の な か で，

SDRE に 基 づ く制 御系 が 最 適 制 御 と な り うる もの が 存

在す る こ と を示 した ．

　まず （1）の ブ（x ）に 対 して ，あ る SDC 行列 A （x ）が与 え

ら れ た とす る．こ の A （x ）に対 し て E 〔x ＞x ＝0 と な る よ

うな E ：7ヒ・・→ R ・Xn を用 い て Ao（x ）＝A （x ）＋ E （x ）とす

る．こ の とき」e＝ A
。
（x ）x ＋ B （x ＞u も や は り（1）の SDC 表

現 とな っ て い る こ と は 自明 で あ る．すなわ ち， E〈x ）を ブ

リーパ ラ メ
ータ と捉 え て 新 た に導 入 した SDRE

P 〔x ）〔A 〔κ〕＋ E 〔κD＋ 〔A 〔x）＋ E 〔x ）ゾP 〔x ）＋ ◎〔x ）

　
− P （x）BCx ｝R

−1

（x ）　BT （x ）P 〔x ）＝O

の 正 定対称解 P （x ）を用い て 与え られ る 制御則（5）の な か

に，最適制御則 とな り得 る もの が あ る か が 問題 と な る，

Huang ら は，（2）の パ ラ メ ト リゼ ー
シ ョ ン の な か で 最適

制御 と な り得 る もの が あ る こ と示 し， 定理 と して 与え

た （文献19）参照 ），定理 に よ り，SDC 行列 A （x ）の 適 切

な パ ラ メ トリ ゼ
ー

シ ョ ン の もと で ，SDRE に 基づ い た

制御則 は 最適制御 と な り得 る こ とが 示さ れ た が ，最適

とな る A （x ）の表現 を具体的 に与え る方法につ い て は 未

だ 提案 され て お ら ず，オープ ン な 問題 と な っ て い る．

6． 応用事例　蛇型 ロ ボ ッ トの 移動制御

　図 1に示す3 リ ン ク 蛇 型 ロ ボ ッ トの 先頭 先端を原 点へ

移動 させ る 制御系を設計す る，この 蛇型 ロ ボ ッ トは，各

リ ン ク に 受動車輪が 取 り付 け られ て お り，ア ク チ ュ エ
ー

タ は リ ン ク 同十 を結ぶ ジ ョ イ ン トに設 置 され て い る．

　蛇 は，接地 面 との 摩擦力 を利用 して 推進 して い る と

考 え ら れ て い る．そ こ で ，蛇 を 模倣 し， 受動車輪 と路

面 との 間 に 発生す る 摩擦力 を制御系設計 の 評価 関 数 へ

と組 み 込 む こ と で ，摩擦力 を考慮 した 移 動 制 御 を実 現

す る．

　 6．1　 モ デ リ ン グ

　 まず，本 シ ス テ ム の SDC 表現 （3）を導出 し よ う．一
般

化座標 q
。
，一

般化速度 （擬速度 を含む）v， 般 化質量行

列 Ma ，
一
般化力行列 ha を定義す る．ては iリ ン ク に 加

わ る外部 トル ク とする．ま た，本稿 で は COS　e、， sin θ，を

c，，s、と表現す る．

　　q，，＝［θ1 × 1y1 θ2 κ 2　yz θ3 κ 3　y3］
τ

　　V ＝［ω 1 ・Vll　 ”
’
、2 の ・，1　W

、、 脚 ・
、1　W

，2］
T

　　M
、、
＝diag〔Jl，MJ ，m

］，Jz，　 M2 ，M2 ，ノ3，M3 ．m3 〕

　　ha＝［τ
、
一

・ 2
− Cl　ej ＋ C

， （θ，
一θ1｝，O，　O

　　τ，

一
τ、

− C ， ｛θ，

一θ1）＋ C
， ｛θ，

一θ
，〕．　 O，0

　　・
，

− C
， （θジ

θ
、 ｝，　O，　O］

T

拘束され て い な い フ リーな状 態の 運 動方程式 は M 。q。＝

h、で ある が ，速度変換 q、＝A．v を行 うこ とで ，擬速度

座標系 で の 運動方程式 を 得 る ，

Mv ＝h

図 1　3 リ ン ク 蛇 型 ロ ボ ッ トと座標 系

（22）
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た だ し，
M ＝A 「MA ，h ＝ATh − A

・
i
．
MAv ，　　　　　　 a　　　a　　a　　　　　　　　　　　　u　　tl　　　　　tl　　　　　　　　　　　　　　　　 a　　tl

− 一 州 一
各リ ン ク が ジ ョ イ ン トに よ っ て 連結 して い る と い うホ

ロ ノ ミ ッ ク 拘束 は C
均
v ＝O

Ch ・か ・［1澱灘ll1・

車輪が 横滑 りしない ノ ン ホロ ノ ミ ッ ク拘 束 は C詔
； 0

　 　 　 　 　 　 001000000

　　　 Cnh ＝000001000 ，
　 　 　 　 　 　 000000001

よ っ て，シ ス テ ム 全体 の 拘束 Cv ≡0

C ・［C ：　C ：，］
T

（23）

と 表 さ れ る ．拘束 さ れ た 系 の 運 動 方程式 は ラ グ ラ ン

ジ ュ の 未定乗数 λ を 用い て 以 下 の ように 表現 で き る ．

MV ＝h ＋ cT λ （24）

こ こ で ，拘 束 され た 系 の 自 由 度 に 対 応 す る 接 速 度 と し

て 亘＝［tU1　 ve11］
τ と選 び，接速度 の 次元 に合 わ せ て （23）

も C ＝ ［C
、
Cz］と分割す る ．これを川 い て

　　　・ ・1．、。，」：β。、。 、1
と定義す る と，CD ＝ 0 か つ v ＝Dq を満 た す直交補行列

とな る．た だ し 1’・X ，，は n × n の 単位行列 を 示 す ．D を

用 い て （24）か ら運 動 方程式 が 得 られ る，

　　　 D 」MDq ＋ D ／
1MDq

＝Dl
．
　h　　　　　　 （25）

図 1 に お い て ，外部入 力 は 関節に取 り付け ら れ た ア ク

チ ュ エ ータの トル ク とな る．そ こ で u ＝ ［τ2，τ3］
「 と し，

一
般化力 h を 書 き ドす．

　h ＝ Eu ＋ FGq 　〔u ＝ ［τ2 τ3］
T

）　　　　　　　　　　　（26）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T
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G ＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　 − 1， cos ｛θi
一

θ2 ）fd2

tl〈｛
− d2＋ ら）cos 〔θi

一θ3｝＋ 〔d2＋ ’2〕cos （θT
− 2θ2 ＋ θ3｝〉

　　　　　　　　 2d2d3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 0
　　　　　　 sin 〔θ一

θ，｝1d2

（
− d2 ＋ 12）　sin （θ1

一θ3）＋ 〔d ，
＋ 小 in（θ1

− 2θ
，
＋ θ3｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 242 （ち

（26）よ り，（25）は M ＝（D ，
’
MD ）

−1
（DTFG − DTMb ），凶 ；

（DTMD ）
−ID 「E を用 い て 虹

＝Mq ＋ Nu と変形 さ れ る ．

実際 に は 蛇型 ロ ボ ッ トの 頭位置 を制御 した い の で，先

頭位置を含 め た モ デ ル を導出す る．頭位置 は 接速度 q

と

團・ s 剛 ・竹 蕊 二1：晉ll
な る 関係 が ある の で ，状態 を x ＝［  y宀

ω
Ivv
’
11］

T と取 る

と，以 下 の SDC 表現 を得 る ．

　　　 文 ≡A 〔x 〕x ＋ B 〔幻 u

　　　・ 〔・｝・鬘：二：誑 ・ 〔・ ｝・
Z
葺

2

（・・）

た だ し Z 「tXtt ／は n × m の 零行列 で あ る．

　 6．2 制御系設計

　 （27 ）を 用 い て 先 頭 位置 を 目標 位置 に 到 達 させ る 制 御

系を設計す る ．蛇 は 進行方向 と回 転方向の 摩擦力 を利

用 して 進 ん で い る と考え られ る た め，摩擦力を評価 で

きる 設 計仕様 に した い ．

　摩擦力を評 価関数に組 み 込 むた め，（24）よ り車輪 に

発 生 す る拘束力 を求 め る．

　　cl
．
A＝C τ

〔CM
’icT

）
− ic

　（Dq − M
−1h

）

　　　　＝α ｛1＋ βll．　　　　　　　　　　　　　　　　 （28）

た だ し α ＝C 「
．
（CM

−lC り
一1C （D −M

−IFG ），β＝
−CT （CM

−1

C τ）
−iCM −IE で あ る．こ こで ，　F，＝C 　Tλ＝［F ∫pFIJ

ア と

お くと，車軸方向以 外 の 拘束力 F。、 と 車軸方向の 拘束力

F、、 に 分解 で きる ．さ ら に
，

F。、 を 回転方向 の 拘束力 と

進行方向の 拘束力 とに 分割す る ．

　　　 F
．

＝ α
ω q＋ βω

u ，　Fd ＝ α
，q ＋ βdU 　　　　（29）

（29）を （27）の 状態の 次元 に 合 わ せ て 変形す る，

F
ω
＝bl

ω
x ＋ βω

昆，

＿　　zl × 2zLx2

α ω＝
　　 Z3 × 2

α
．

＿　　Zlx2zlx2
ad ＝
　　 Z3x2 〔Xd

F、i＝砺 x ＋ fidU

　 ＿　　Zlx2
，βω＝
　　　　βω

　 ＿　　zlx2
，β，

＝
　　　　β4

（30）

こ こ で，（4）に な ら っ て 状態依存型 評 価 関数 を定義す

る．
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図 3　摩擦力 を評価関数 で 評価 した 場 合 と しな い 場 合 の 比較

　　 （上 段 ：進 行方向摩擦力，中段 ：τ
、
，
．
ド段 ：τ

3
｝

・・f〔・
τ Q1（・）・ ＋ 曜 Q ・ 〔・〕〔・・幻

　　＋ 〔傷 ・ゾQ，剛 αd 幻 ＋ 〔β。・ ）
TR

，（・）〔β。
u ｝

　　＋ 〔βゴ
u ）

「

R
、（・｝（β、

u 〕＋ u
『 RI 〔x ）　u ｝　dt

・ ∫
°°
〔・

・ Q （・ ）・ ＋ u
’ R 〔・ ）u ｝・d・・

た だ し，

Q 〔x ｝＝Q1〔x ）＋ 鷆 Q、図 α
。

＋ ∂5Q、〔x ）偽

R 〔x ）＝βSRz〔x 〕βω
＋ β∬R3 〔x 〕β，

＋ R
［（x ｝

（31＞

（32）

重 み 行列 Q ，
（x ），Q2（x ），Q3（x ），　R ，

（x ），R2 （x ），R3 （x ）は そ

れ ぞ れ 半 正定行列，正定行列 とす る．（27），（32）を 用い

て SDRE （6｝に基 づ い た状 態フ ィ
ードバ ッ ク 則 （5）が 得 ら

れ る．

　 6．3　シミ ュ レ
ー

シ ョ ン

　 設計 し た 制 御系 を シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ り検 証 す る，

シ ミ ュ レーシ ョ ン は ，MaTX 　M｝で 行 い ，常微分方程式 の

積分 ア ル ゴ リ ズ ム は RKF45 法，刻 み 時間 を 0．01［sec ］と

した．

　図 2 よ り， 自然 と くね りを生 じなが ら先頭位置が 月

標位置（原点）に到達 して い る こ とが わか る。本 制 御系

は 本質的 に レ ギ ュ レ ータ問題 で あ る た め
， 軌道 を必要

と し な い 点が 面 白い ，ま た，図 3 よ り，拘束力 を評価

関数 に 組 み 込 ん で 評価 し た場合 は ，組 み 込 ま な い 場 合

に比 べ て，摩擦力 ， 入力 トル クが 小 さ くな っ て い る，結

果，高効率な制御が行われ て い る と考え られ る．こ の

よ う に，SDRE に 基 づ い た制 御系設計 で は
， 「摩擦力 を

評価す る」 とい う よ うな制御仕様 をうまく評価 関 数 に

取 り込 み ，評 価 しな が ら，メ カ ニ カ ル シス テ ム の よ う

な非線形 シ ス テ ム を安定化す る こ とが で き，応用が効

くと考え ら れ る．

7．　 おわ りに

　状態依存型 リ ッ カ チ 方程式 〔SDRE ）に基 づ く制御系設

計法 に つ い て ，そ の パ ラ メ トリゼ ー
シ ョ ン，解 の 存在

性 ，安定性，最適性 に つ い て 概説 した．また ，SDRE に

基 づ く制 御系設計 の 応 用事例 と して ，蛇型 ロ ボ ッ トの

移動制御 を紹介 した．SDRE の 枠組 み で は ，重 み 行 列 Q，
R が x の 関数で あ る こ とが 許 され る た め ，g（x ），R （x ）を

うまく設 計す る こ とで ，よ り高度で 複雑 な 制御性能 を

実 現 で きる ロ∫能性 が あ り，興味深 い ．SDRE に 基づ くア

プ ロ
ーチ は k 解決な問題 が 数多く残され て お り，本稿

で も簡単 に触 れ た．理 論 ・応 用 両 面 に お い て 今後 の さ

ら な る研
．
究成 果が 期待 さ れ て い る．
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