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1．　 は じめ に

　マ ル チ ボ デ ィ ダイ ナ ミ ッ ク ス の 登場 は ，Hooker　and

Margulies‘〕に よ っ て 人工 衛星 の ダ イナ ミ ッ クス に 関 す る

多剛体系の 定式化 の 論文 が 発表さ れ た 1960 年代 に 遡

る．以 来 ，約 半 世 紀が 経 と う と して お り，マ ル チ ボ デ ィ

ダ イ ナ ミ ッ クス に 関連す る 研究 は枚挙 に 遑 が な い L．筆

者が マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 研究 を始め た 1980

年代 は，H本 で は マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス は殆 ど

注 目され て お らず，マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム とい う言葉

さ え聞 か れ る 事 も殆 ど な か っ た ．しか し ， 欧米 で は
，

Kane7 ）や Roberson   d　Wittenburg8｝とい っ た パ イ ォ ニ ァ

世代 に よ る多剛体系の定式化 に 関す る研究か ら次 の第2

LLt代 に よ る 柔 軟 多体 系 の モ デ リ ン グ と定 式 化 に 関 す る

研究 へ と関心 が 移 っ て い た．筆者 は，宇宙構造物等 の 柔

軟多体系の ダ イ ナ ミ ッ クス を対象 に して ，モ デ リン グ や

記号 生 成 に よる 効率的 な数値解析法 の 開発 とい っ た観点

か ら研究 に 従事 して 来たが （Kawase 　 and 　Yoshimura9），

Yoshirnura，　Nak 乱 no 　and 　Kawaselo ），吉村
H 〕，　Yoshimuru 　and

Kawase 且2D ，研 究を進 め る に 連 れ，日に 日 に ある 種 の 疑

問 が 頭 をもた げ て きた，そ れ は 「マ ル チ ボ デ ィ ダ イナ

＊

　 早稲 田大 学 理 工 学 術 院機械 科 学 ・航 空 学科

　 　Dept．　Applied 　Mechanics 　 and 　Aerospacc 　Engineering ，
　 　Waseda 　University

1　 マ ル チ ボ デ ィ ダ イナ ミ ッ ク ス に 関す る研究 レ ヴュー
に つ

　　い て は，例 えば，Sehwertussek 　and 　Robersonil
’
，吉村 ／i’1，

　 　吉村
・
川 瀬

41 ，Shabuma5 〕，　 Schiehlen6〕 等 を参 照 の 事．

ミ ッ ク ス は
， そもそも古典力学 の 理論 に 何 をもた らし

た の で あ ろ うか ？」 とい う素朴 な疑問 で あ っ た ．言 う

ま で もな く，マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ クス の 理 解 に は ，

ラ グ ラ ン ジ ュ ！i彡式 や ハ ミ ル ト ン 形式 とい っ た 力学 形 式

とともに，拘束系を扱 うた め に ，ラ グ ラ ン ジ ュ
・ダ ラ

ン ベ ール 原 理 等 の 変分 原 理 を基 礎 とす る 解析力学 の 理

論 が 不 可 欠 で あ る．一一
方，マ ル チ ボ デ イ シ ス テ ム の 運

動方程式 を筆算で 導出す る こ と は殆 ど不
．
口∫能 で あ り，

定式化 に は数式処 理 や 数値計算 が 不可欠で あ る ．ま た
，

導出 した運動方程式が正 しい か ど うかを確か め る こ と も

極 め て 難 し く，こ れ らは 紛 れ も無 くマ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ

ミ ッ ク ス が持ち込 ん だ 技術的課 題 で あ る が，果 た して ，

マ ル チ ボデ ィ ダイナ ミ ッ ク ス は 従来の 解析力学の 枠組 み

を超 えた何 か 新 た な 力 学 形 式 を提 起 した の だ ろ うか．

　 本稿 で は，マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 汎用計算

機 コ
ードで 使 わ れ て い る モ デ リ ン グ と定式化 の 方法 を

概観 しな が ら
，

マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 数学 モ

デ ル が ，
ニ ュ

ー
トン の 運動方程式 に 代表 され る ，

い わ

ゆ る 2 階の 微分方程式 と は 異な り，1階 の 陰形式微分代

数方程式 に よ っ て 表さ れ る こ と を 示す．さ ら に，そ れ

が どの よ うに 解析力学の 理論体系の 中で 捉え られ る の

かを見 て み た い ．特 に，微分代数方程式 に よ る 数学 モ

デ ル は，と もす る と，2階 の 微分方程式か らの 単な る 式

の 置 き換 えの よ うに捉 え ら れ が ちで あ るが ，そ うで は

な く，従来 の 力学体系 に は 現 れ なか っ た 「陰的 な ラ グ

ラ ン ジ ュ 形式」とい う新 しい 力学形式を提供 し て い る

こ と を明 らか に し たい ．
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2．　 モ デ リ ン グの 方法 と定式化

　2．1　拘束の な い マ ル チ ボデ ィ シ ス テ ム の定式化

ニ ュ
ートン ・オ イ ラー

法 ．初 め に，拘束 を受け な い マ

ル チ ボ デ イ シ ス テ ム の 代表的 な シ ス テ ム と し て ，図 t

に 示す ような単純チ ェ
ー

ン 構 造 の ロ ボ ッ トマ ニ ピ ュ

レ
ー

タ を考え，代表 的な定式化方法 と して ，ニ ュ
ー

ト

ン ・オ イ ラ ー法 に つ い て 見 て み よ う．

　い ま，ロ ボ ッ トが N 個 の 剛体の ボ デ ィ か ら な る マ ル

チ ボ デ ィ シ ス テ ム で ある とす る．図 2 に 示す よ うに ，慣

性系 か ら観 た ∫番 目の ボ デ ィ の 位置ベ ク トル R と ’番　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1

目の ボ デ ィ の 重心 に 固定 さ れ た 局所系 L の 慣性系 0 に　　　　　　　　　　　　　　　　　 i

対す る 姿勢 を表す 3 × 3 の 回転変換行列 A は n 個 の
・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　【

般化座標 g   ＿，グ を用 い て

Ri ＝ Ri（q
］，＿，　qn），　 Ai ＝ Ai（41．＿，　q

”
） （2．1）

と 表さ れ る．但 し，仲 1，＿，N ．後述 す る ように，こ

れ らの 関係式は ホ ロ ノ ミッ ク 拘束 で あ る．ま た，i番 目

の ボ デ ィ の 速 度 v と姿勢 の 時間微 分 血 は　　　　　　　 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

v
、

＝Ri，　 th
，
＝AliAi

の よ うに 与 え ら れ る ．こ こ に，頓は 回転行列 A 、の 時 間

微 分 か ら導 か れ る歪対称 な 3 × 3行列 で あ り，ぎ番 目 の

図 1 マ ニ ピ ュ レ ー
タ

i　−thjoint 乞・th 　bDdy

図 2　隣接 す る ボ デ ィ 間 の 幾何 学 的 な関係

｛＋ 上

ジ ョ イ ン トの ヒ ン ジ点か ら ’番 目の ボ デ ィ の 重心 まで

の 位置 ベ ク トル を ri とす る と，剛体 の 角速度   は  

Xr 、二亀 rl と して 定義さ れ る 2．さ ら に，♂番目の 回転

型 ジ ョ イ ン トの ヒ ン ジ点か ら（i− 1）番目の ボ デ イ の 重 心

ま で の 位置ベ ク トル を s、−1
とす る と，’番 目の ボ デ ィ は

（i− 1）as目の ボ デ ィ と理想 ジ ョ イ ン トを介 して

Vi ＝ Vi − 1 ÷ ω f× 「 i
−

tVi＿1 × Si − 1 （2．2）

　　　 tDi　＝　tOim1 ＋ 4ni　　　　　　　　　　　　　 （2．3）

な る運動学 的 関係が 成立 す る，ゲ は 1 自由度 の ‘番目

の 回転 型 ジ ョ イ ン トの 角度で あ り， n、は ‘番 目 の ジ ョ

イ ン トの 自出度方向 の 単位 ベ ク トル で あ る． ♂番 目の

ジ ョ イ ン トを介 し て （i− 1）番 目 の ボ デ ィ か ら 播 目の ボ

デ ィ へ 作用す る 力 と トル ク を各 々 み ’
i
と し， ’番 目 の

ボ デ ィ に加わ る 合力 と全 トル ク を各 々 F
，
，T，とす る と，

力 学 的 な 関 係 と して，

Fi＝f，− fT＋ 1

T
ゴ

＝ ∫厂 ti
＋ rr 、× 弄＋ s、× fr＋ 1

τ
【
ニ ni ・ti

（2．4＞

（2．5）

（2．6）

を得 る ．∫番 目の ボ デ ィ の ダ イ ナ ミ ッ ク ス は ，並進運動

に 関 す る ニ ュ
ー

トン の 運動方程式 と回転 運動に 関 す る

オ イ ラ
ー

方程式 に よ っ て

m ジ ＝Fi
　 l　 　 　 i （2．7）

　　　 ∬
itDi

＋ ω
ゴ
× Ii　tDi＝T

、　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

と表 され る．逆動力学 の 計算 ア ル ゴ リズ ム は
， 式 （2，2）

〜
（2．8）を 用 い て ，入力 と し て ，関節 の 座 1／9　gi （∂，速度

4 （t）お よ び 加速度 ili（t）を与え，出力 と し て ，駆 動 トル

ク Tiを導出す る もの で あ る．特に，ニ ュ
ート ン ・オ イ

ラ
ー

法 に基 づ く計算 ア ル ゴ リ ズ ム は N 個 の 岡rl体 の ボ

デ ィ か らな る ロ ボ ッ トの 逆 動力学 問題 に 対 して ，再帰

的 な代 数計算に よ っ て オーダーN の 計算 が 可能 で あ

り，演算効率 の 面 で 最 も優 れ て い る こ とが 示 さ れ て い

る （Walker 　and 　Orinl3）　）．

ラ グラ ンジュ 法．一
般化座標 を用 い て 自由度分 の 運動

方程式 を機械的 に 導 出 で きる 方法 と し て ラ グ ラ ン ジ ュ

形式 に 基 づ く定式化法 が あ る ．す な わ ち
，

n 個 の
一

般化

座標 ゲ 及 び n 個 の
一
般 化速度 ゲ を 用 い て ，系 の ラ グ

ラ ン ジ ァ ン を L （q，e）とす る と，ハ ミル トン の 原理 よ り，

ラ グ ラ ン ジ ア ン の 作用積分

2　 あ广 A7願 、は A
，
を左 移動 で 原 点 に戻 した もの で あ り，角

　　速 度 ω 、は 物 質表示．ま た は，ラ グ ラ ン ジ ュ表 示 の 角 速

　 　度 で あ る．

6 シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン 　第29 巻第2 号
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　　　・ 〔・ω）・jl噸 ・’

の 停留条件 δS （g （t））＝0 か ら，ラ グ ラ ン ジ ュ の 運動方

程式 は

　 　 　 d ∂L 　 ∂ム

　　　 dt∂¢
厂 ∂gk

と し て 導出 で きる．

　マ ニ ピ ュ レータ の 場 合 ，各 関節 に 駆 動 ア ク チ ュ エ ー

タ が あ り，そ の 駆動 トル ク （力）τ
k
は非保存的で あ る た

め，ハ ミ ル トン の 原 理 を 修正 して

鎖 券
一
鋼 融 ・ 苺∬翩 ・・

な る ラ グラ ン ジ ュ
・ダラ ン ベ ー

ル の 原理 に よ っ て ダ イ

ナ ミ ッ ク ス の 定式化 を 行 う必要が あ る ．こ れ に よ り，

　　　錫 ・
一
券・T

・・− k・1・…・・

の ように系 の 自由度 を与 え る独立 な一
般化座 標 グ に関

す る 運動方程式 の 定式化 が で き る．

　系 の ラ グ ラ ン ジ ア ン を 運 動 エ ネ ル ギ ーと ポ テ ン シ ャ

ル エ ネル ギ
ー

の 差 と して

　　　　　　　　　　　　n　　　n

L （砌 ）一・ 瞬 ｝− v 〔e〕・黒昂 M
・漉 塾 ・ ω

の よ うに与える 場合，ラ グ ラ ン ジ ュ の 運動方程 式 は

か 紺 ＋誰lr
躍 4 ＋

∂

房薯｝− Tj （2・・）

と な る．但 し，

　　　… 圭黔 ・雛
一
黔

は ク リス トッ フ ェ ル の 記号 で あ る
1．式 （2．9）は，左辺 の

第 2 項，第 3 項 の 非線形項 を ま とめ て がq，a）と置 き，

M
／k（q）ijk＋ fj〔q，　ll）　＝τ

ノ
，ある い は M （q）　ij＋ f 〔9，の＝τ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2，］0）

と表す．こ こ に，M （g）＝［鰍 ユ・f（q・身）＝［．fl（9，4），’”・fn
（e，身）］

τ，τ ；［τ
1，＿，ち］

T は 関節駆動力 （ま た は トル ク ）

で ある ．

　 2．2 拘束を受 けるマ ル チ ボ デ ィ シス テ ム の 定式化

　
一

般 に，マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ クス の 定式化 で は ，

逆動力学 の た め の 計算効率 に 限 らず ，
トル ク （力）を 入

力 と して 関 節角度 の 軌道 を出力 とす る，い わ ゆ る 順動

力 学 に よ る 数値 積 分 を行 う必 要 が あ り，前述 の ニ ュ
ー

1・ン ・オ イ ラ
ー

法 に 基づ くア ル ゴ リ ズ ム だ けで は十分

で は な い ，また ，ラ グ ラ ン ジュ 形式 を用 い る 場合で も，

3　 ロ ボ ッ トの ダ イナ ミ ッ ク ス は リーマ ン 空 間で 記 述す る と

　 簡潔に 説明 で きる．

ボ デ ィ の結合形態は単純 チ ェ
ーン とは 限 らず，閉ル ー

プ構造 を有 す る 場合等，拘束条件 を 受け る 力学系 と し

て ，よ り
一

般的な観点 か ら ダ イナ ミ ッ ク ス の 定式化 を

行 うこ とが 重要で あ る （Bi．anchi 　 and 　Schiehleni4／
’
〉．

ダ ラ ン ベ ー
ル の 原理 ． マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム の 結合形

態 と して，図 1の ロ ボ ッ トの よ うな単純チ ェ
ー

ン の ト

ポ ロ ジ
ー

構造 を持 つ 力学系だけで な く，図 2 に 示 す よ

う に，二 輪 車 の よ うに 閉 ル ープ構 造 を持 つ もの ，二 足

歩行 ロ ボ ッ トや 双 腕 ロ ボ ッ トに よ る捕捉 な ど の よ うに

系 の トポ ロ ジ ーが 閉 ル
ープ構造 と ツ リ

ー
構造 の 間で 切

り替 わ る もの も含 め て
，

よ り複雑 な結合形態 を持 つ シ

ス テ ム を 考察す る 必要 が あ る ．

　 こ の よ うな ボ デ ィ 問 の 結 合 形態 を トポ ロ ジ
ー
構造 と

し て 捉 えて グ ラ フ を用 い て モ デ ル 化 を行う方法 が 提案

さ れ て い る ．例 え ば，回 路 グ ラ フ を用 い た 方 法

（Roberson　and 　WittenbuTgn））や ボ ン ドグ ラ フ を用 い た 方

法（吉村
11〕，川瀬

⊥5りが あ る．特 に，自由度分 の 運動方

程式 を導出す る場合 ，ボ デ ィ 問の ジ ョ イ ン ト結合 に伴

う運 動学的 な 拘束 か ら不必要 な 拘束力や 内力 を 消去す

る 必要があ り，グ ラ フ を用い る 方法 は
， 大規模か つ 複

雑化 した マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム の モ デ リ ン グ に お い て

非常 に 有効 で あ る ．グ ラ フ を用 い る か ど うか に 関 わ ら

ず，拘束を受 け る系を考察す る場合，拘朿力 の 消去 に

お い て は，基本的 に ダ ラ ン ベ ール の 原理 に基 づ く方法

が 用 い ら れ る．こ の 際，自由度 や 独 立 座 標 の 概念 に 関

連 して ，ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束 と非 ホ ロ ノ ミ ッ ク 拘束 で 取

り扱い が 異 な る の で 注 意す る 必 要が あ る ．こ こ で は，ホ

ロ ノ ミ ッ ク 拘束 を受 け る 系 と して ，前述 の ニ ュ
ー

ト

ン ・オイ ラ
ー

方程式 で 表され た マ ニ ピ ュ レ
ー

タ を考 え

る と，ダ ラ ン ベ ー
ル の 原 理 は

　 A，’

　Σ 〈F 厂
η砿 ，δRt〉＋ 〈Ti

− ∬
、
　tO厂 ω 〆 ∫

、働 ，δπ
‘〉＝o

　 i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）

と表 さ れ る．式 〔2，1）の ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束 が 成 り蹉つ こ

（H〕ヨiπ・ple　Chein 〔b｝CLosed　LDop

図 3 位相 構造

〔c｝
「
1
’
re［：
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とか ら，仮想変位 δR、と仮想角変位 δx
，
は，

一
般化座

標 の 仮想変位 δek を用 い て

　　　6・
，
一

，s　tstt　6gk， … i
・ 書1

・ ・
’

蜘
の よ うに 表 さ れ る ．こ れ ら の 関係 を式（2．11）の ダ ラ ン

ベ ー
ル の 原理へ 代人 し，独立 な変分 δず を と る と

，
n 自

由度 の 産業用 ロ ボ ッ トの 運動方程式（2．10）が 得 ら れ る．

Kane の 方法 ． ダ ラ ン ベ ール の 原 理 を基 づ い た マ ル チ

ボデ ィ ダ イナ ミ ッ ク ス の 定式化法 として ，Kane7〕の 方法

や Schiehlentfi）
の 方法が 良く知 られ て い る．以 ドに，Kane

の 方法 に つ い て簡単 に 見 て お こ う．

　 い ま，N 個 の 剛体 か ら な る マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム を

考 え，次 の よ うに ，一
般化速度 4L，．．．，4 の 間 に m 個 の

運動学的拘束

Σ 暢 （切 ¢
」 ＝0， r ＝1

， ＿，M ＜ n ， また は N 〔q｝4＝O
／Fl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．12）

が 与え られ た と し よう．但 し，N （q）＝ ［Nij］は m × n

行 列 で あ る．も し拘 東 条 件 式 （2．12）が

Φ 〔q）・0 （2，13）

の よ うな 座 標 だ け の 関数 Φ （q）ニ［Φ
ヨ
（e），＿，Φ n、（q）コ

「 と

し て 記述 で きる と き，
こ れをホ ロ ノ ミッ ク拘束 と い い

，

そ うで な い 場合 を 非 ホ ロ ノ ミッ ク拘束 （Neimark 　 and

Fufaevi7 ））とい う．ホ ロ ノ ミ ッ ク系 の 場合 ，　N （q）＝［∂Φ．／

∂q」］とな る こ とは言うまで もない ．式 （2．12）よ り，p ＝

n − m 個 の 独立 な
一

般化速度 4⊥

，＿，グ に つ い て 解 い て

　 　 　 　 　 　 I）

　　　 4「 ＝Σ Brs（切ゲ，　 r ＝P ＋ 1，．．．，n 　 　 （2．14）
　 　 　 　 　 s＝1

と変形す る．こ こ に ，Ne （g），　B．，（e）は
．一

般 化 座標 e ＝（ql，

＿，4りの 関数 で あ る．独立 な
一・

般化速度 の 数 は p ＝n −

m で あ る が，式 （2．14 ）は積分不能 な 非 ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束

で あ る た め ，配 位空 間 の 次 元 （すな わ ち，独 立 座標 の

数）は依然 と して n で あ る
4．

　以上 よ り，i番 目の 剛体 の 並進速度を独立な
一

般化速

度 で 表す と

強 蜘 ・

，阜1誰幺財 ）・ シ ・1・

の よ うに な る．こ こ に ，

i＝1，＿，A厂

・1・誰  象1誰・
…

− 1・…… i− 1，・…N

を部分速度ベ ク トル （partia且velecity ）とい う．同様に，

角速 度 に つ い て も部分角速度 （partial　angular 　velocity ）鰐

が 定義で きて ，

　 　 　 　 　 　 I）

　　　 tZ）
、
　
＝Σ 45ω 1，　 i＝1，＿，N

　 　 　 　 　 s ＝1

と書 くこ とが で きる ．こ れ ら部分速度 と部分角速度 を

用 い て
， Kane の 方程式 を以 下 の よ う に導 くこ とが で き

る．

　　 ＊
Ks ＋ K3 ニ0，　 s ＝1，＿，P ． （2．15）

こ こ に ，1《は一
般化作用力 （generalized　active 　force），K ．；

は一般 化 慣性 力 （generalized　inertia　force）で あ り，

　 　 　 JL「　　　　　　　ノザ

　K
、

ニΣ F
，
・v ゴ＋ Σ T

，
・（07，

　 　 　 i＝且　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　 　 　 ）v 　 　　　 　　 　　　 　　 N

　KI ＝Σ （覗 漉〕・yl ＋ Σ （− li　lo厂 ω
‘
× li　tDi，）・ω l

　 　 　 i＝I　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

と 与 え ら れ る．Kane の 方 程 式 （2，15）は
一

般化作 用 力 と

一
般化慣性力の 釣 り合い 式で あ り，独 立 速度と 同 じ数 p

＝ n − m の 運 動方程式を導 くこ と が で きる 5．こ の よう

に ，Kane の 方法 は，原 理 的 に は，ダ ラ ン ベ ー
ル の 原 理

に 基づ くもの で あ る が ，．一
巳，部分速度 を 導 くこ とが

で きれ ば，拘束力 の 自動消去 と機械的 な計算 が 可能 な

た め ，数式処理 に よ る コ
ー

ド化 が 容易で あ る 利 点が あ

る．一
方 で ，部分速度 の 力学的な意味が 十分 に 明確で

ない た め，解析力学 に 精通 して い ない と，部分速度 の

選 択 や そ の 導出 に 困難 を伴 う（Kane 　and 　Levinsoni8）〉．こ

の 部分速度の 概念 は微分 幾何学の 概念 を 用 い て含理 的

に 説 明 す る こ とが 可能 で あ る が，こ れ に つ い て は 別 の

機会 に 譲 りた い ．

ラ グ ラ ン ジュ
・ダラン ベ ー

ル 原理 ．解析力学 で は，非

ホ ロ ノ ミ ッ ク 拘束 を受 け る 力学系 の 定式化 は ，ラ グラ

ン ジ ュ
・ダラ ン ベ ー

ル 原理 を用 い て 行われ る （Blochig））．

い ま，ラ グ ラ ン ジ ア ン L （q ，を）が 与え られ て い る と し，
一

般化速度 4＝（Q］，＿，an）の 間 に，　m 個 の 運動学 的拘束

式 （2ユ2）が 成立す る もの とす る．

　 ラ グ ラ ン ジ ュ 系 の 運動 は，配 位空 間 ヒの 点 の 軌跡 q

（t）＝（9L（t），＿鹽．，en（t）〉，a ≦ t≦ b と して 与 え られ る が，非

保存的 な
一

般 化外力 を F （q，4）とす る と，

4　 ホ ロ ノ ミ ッ ク な拘 束 を受 け る 場 合 ，独 立 速度 の 次 丿＆と独

　 　立 座 標 の 次 元 は 同 じで あ り，こ れ を 自 由 度 と い うが，非

　　ホ ロ ノ ミ ッ ク系 の 場合 は，速度 ベ ク トル の 空 間の 次 元が

　　n − m で あ る の に 対 して，配 位 空 間 の 次元 は n とな っ て

　 　お り，自由度 の 概 念が ホ ロ ノ ミ ッ ク 系 の 場合 とは 異 な る

　 　 こ とに 注 意が 必 要 で あ る ．

5　
−・
般 に，非ホ ロ ノ ミ ッ ク 拘束の 場合，一般化座 標 に つ い

　 　て は 数 を減 らす こ とが で きな い の で ，Kane の 運動 方程

　　式 と と もに 拘東条件式 （2．14）が 必要 と な る．

8 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 　第 29 巻第 2 号
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盞鵬 瑞 ）・・
t
・ 名∬矚 御 ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2 ．16 ）

なる ラ グ ラ ン ジ ュ
・ダ ラ ン ベ ー

ル の 原理 に よ っ て 運動

が 決定 で きる ．但 し，変 分 δqi は

　n

Σ　N
，i〔q〕西』 o，　 r＝　1，＿，m く n ま た は N 回 δqニo

i＝1

に 従 う もの と す る．式 （2．16）よ り，ラ グ ラ ン ジ ュ 未 定乗

数 λ，，r ＝1．…，m を用 い て

　　　揚 話
・Fi（・・4）… lv

…

　　　・た ・ 攜 ）
一
詣

・噸 ・ N ’
・

を得 る ．こ の ラ グ ラ ン ジ ュ
・ダ ラ ン ベ ール 方程式 と 式

（2．12）を合 わせ た （n ＋ m ）個 の 微分 代数方程式に よ っ て，

（n ＋ m ）個 の 未知変数 （¢ ，λr
）に 関す る ダ イ ナ ミ ッ ク ス の

定式化 が 可能 とな る （Yoshimura 　and 　Kawaso20））．

3． 陰的 な ラ グ ラ ン ジ ュ 形式 に よ る マ ル チ

　　　 ボデ ィ ダイ ナ ミ ッ ク ス の 定式化

　 3．1 柔軟 マ ル チ ボデ ィ シ ス テ ム の 定 式化

　近年，ア ン テ ナ な ど 柔軟部材か らな る宇宙構造物や 大

型建設機械 の 解析 な ど に関連 して，剛体運 動 と と もに大

変形 挙動 を伴う柔軟体を含む マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム の 研

究 が 盛 ん に 行 わ れ て い る．従来，柔軟体 の 変形記述 を仮

定 モ
ード法 に基づ い て 定式化す る方法も盛 ん に 研究 され

た が ，最近 は 有限要素法 に よ る 変形の 記述 が 主 流 に な っ

て い る．こ れ は，柔軟マ ル チ ボ デ イ シ ス テ ム の 弾性変 形

が 系全体 の 剛体運動 に よる 幾何学的な非線形性 を有す る

た め ，モ ード法 で は大 変 形 挙 動 の 解 析 が 困 難 で あ る こ と

に起因す る．（非線形〉有限要素法に 基 づ く柔軟 マ ル チ

ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 定式化で は，弾性変形 の 記 述法

は
，

座 標系 の 取 り方 に よ っ て ，大 き く，（1）浮 動 基 準座

標系 （動座標系），及 び （2）絶対節点座標系 の 座標 を用 い

た も の に 分け ら れ る （Shabana5り，

浮動基準座標系を用 い た定式化 ．浮動基準座標系 に よ

る 記述法 は，剛体 の マ ル チ ボデ ィ ダイナ ミ ッ ク ス と の 相

性 が 良 く，従 来，柔 軟 マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ クス の 定

式化で も頻繁に用 い ら れ て 来 た方法で あ る．図 4 に 2次

元 梁の 弾性変形 の 様子 を示 す．浮動基準座標系L −X γ

は 柔 軟 ボ デ ィ に 固 定 さ れ た 局所 系で あ り，弾 性 変 位 は

R 　｛x，　t）ニR
． （t）＋ A 〔θ｝u 〔x，　t）

と記述 で きる．こ こ に，x は 梁 の 図 心 軸 に 沿 っ た 空 間 座

標 で あ る．ま た ， u （x，　t）は 浮動基準座標系 （局所系）L

0

eformcd 　state

x

．．．．．『x
’

undefemned 　s匸a齢

図 4 柔軟 体の 変 形

xlnitial
　stat じ

・・O ．

一
η

1 か ら観 た 弾性変位で あ り，L − X
’
Y座 標系 で 定義さ

れ た 形状 関数 SLを 用 い て 点 κ に お け る弾性変形 が u （x，

’）＝SL（x ）qf（’）の よ う に 記 述 で き る．こ こ に
，　 A は θ を

パ ラ メ
ー

タ とす る局所系 の 絶対節点座標系 0 −xy （慣性

系）に対す る 姿勢 を 表す回転行列 で あ り，

　　　q，・陶
とす る と，運動方程式 は 以下 の ように表され る．

M （e）　ij＋ Kq ＝Q 〔q，の．

こ こ に ，M は 慣性行列，κ は 剛性行列，2 は コ リ オ リカ

や 遠心力，外力 か ら なる 非線形 な 力 で あ り，

・ ・ 物黝 ・ ・ 鴫 ・繍 e − 31）
で あ る，慣性項 M や F が 非線形性 の 強 い もの とな る

一

方，剛性行列 κ は定数 に なる と い う特徴があ る．

絶対 節点座 標 系 を 用 い た 定式化 ．一
方 ，絶 対 節 点 座 標

系 0 − X γ を 用 い た 場合，要 素節点座標 8 と して 点 x の

変位座標 と変位勾配 を 選 び，慣性系で 定義さ れ た 形 状

関数 S を 用 い る こ とで ，弾性 変位 は

R ニs （x 〕eCt ）

と して 慣性系 の 絶対座標 を用 い て 記述す る た め
， 運動

方程式 は

　　　 ML ；＝F 〔8｝

の よ うに定式化さ れ る。こ こ で，慣性行列M は定数に

な り，浮 動 基 準 座 標 系 の よ う に，要 素 内 の 点 に お け る

剛体回 転 と 弾性変 形 を 用 い て 剛体 運 動 に よ る 大 同転挙

動 と弾性変形 の 複雑 な 連成 を導 く必要 が ない ．・
方で ，

弾 性 力 F （e ）は 非線 形 と な る と い う特徴 が あ る ．

　本稿 で は ，紙面 の 都合 もあ り，詳細 に つ い て は 述べ
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な い が ，2 つ の 形状関数 Stと S の 間 の 座標変換 を介し

て ，両者 は 数学 的 に 等舗 で あ る こ と が 示 さ れ て い る

（Shabanaand 　Schwertassek2i｝）．大変形挙動 や 剛体 マ ル チ

ボ デ ィ シ ス テ ム と の 整合性 ， 及 び 数値 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ

ン す る 際 の 精度 や 安定性 の 面 か ら も，今後 ，よ り詳細

な比較 ・検討が 必要で あ る ．

柔 軟 マ ル チ ボデ ィ ダイ ナ ミッ ク ス の 数学モ デル ． こ こ

で は，微分代数方程式に よる ダ イナ ミ ッ ク ス の 定式化

とい う観点 か ら柔軟 マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム の 数学モ デ

ル を分類 して み よ う．離散化 さ れ た 有限要素同士 を接

続す る 場合，接続 され る 節点 に お け る 変位座標 と変位

勾配が
一

致す る 条件 と して ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束式 （2．13）が

課 さ れ る．こ の よ うな ホ ロ ノ ミ ッ ク 拘束 を受け る マ ル

チ ボ デ ィ シ ス テ ム の 運動方程式 は

1廓 ・偏撫 ）・
　　　 O ＝Φ 〔9）

と記述 で き る ．こ こ に，M は 慣性力，　 F は コ リ オ リ カ，

遠心力，あ る い は
， 弾性力 や そ の 他 の 外力 を 表す，ま

た，丿〉＝［∂Φ
，／∂q

」］で あ る ．こ の よ うに，拘束条件が

座標 レ ベ ル で 記述 され る 微分代数方程式 を微分指数 3

の 定式化 と い う6．しか し，微分指数3の 数学 モ デ ル は，

系に特異点 が あ る 場合 や そ の 近 くを運動が 通過す る 際

に 数 値 的 に 不 安 定 に な る こ と が 知 ら れ て い る

（Yoshimura22｝）．そ れ を 匝［避す る た め に，微分
・
指数 を F

げ て ，拘束条件 を速度 レ ベ ル （微分指数 2），あ る い は ，

加速度 レ ベ ル （微分指数 DO ）定式化 を 行 うこ とが 多 い ．

また
， 非 ホ ロ ノ ミ ッ ク な拘策

N （9｝il＝O

を受け る 場合 は ， 最初 か ら速度 レ ベ ル の 拘束 で考えな

け れ ば な らな い ．微分指数 2 の 定式化 で は，運動方程

式は

　　　〔鰍
■

躙 一剛 （・・1・

の よ うに 記述で き る ．こ の 定式化 は，マ ル チ ボ デ ィ ダ イ

ナ ミ ッ クス の 代表的 な 汎用 計算 コ ードで あ る ADAMS

で 良 く利用 さ れ る．さ ら に ，加速度 レ ベ ル で 拘束条件

を 表 した 場合 の 微分指数 1 の 数学 モ デ ル は

6　 微 分 指 数 とは，微 分 代数 方 程 式 を常 微 分 方程 式に 式変 形

　 　 を して 変換す る 際 に 要す る微 分 の 回数 で あ る．

ー
　

の

り

仏・
N

　

Fー
　

ニー
・
9・
V

λーー
ONO　

【
OMN∬

00ー （3．2）

の よ うな陰形式の 微分代数方程式 と して 定式化 で きる．

微分指数 1 の 数学 モ デ ル は，汎用計算 コ
ー

ドDADS で

用 い られ る ．こ の よ うな微分指数 1，2の 数学モ デ ル は ，

特異点付近 で の 数値的 な不 安定性 を回避 で きる
一

方 で，

得られ た 数値解が もとの ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束 を満足 し な

い とい う，い わ ゆ る拘束安定性 の 問題 を 引 き起 こ す こ

とが 知 られ て い る．そ の た め に，Baumgarte23）の 方法，

Gear，　Lei皿 kuhler　and 　Gupta！‘）の 方法，幾何学的拘束安定

化法（Yoshimura22〕）な ど種 々 の 拘束安定化法が提案 され

て い る が ，こ こ で は，紙面 の 都合 で こ れ以上は触れな

い こ と にす る ．

　上 に 述 べ た微 分 代数方程式に よ る数学モ デ ル を
一

般

化 した もの と して ，陰的な ラ グ ラ ン ジ ュ 形式に よ る定

式 化 法が あ る．以 下，こ れ に つ い て 述 べ よ う．

　3，2 接続 の 原理 と デ ィ ラ ッ ク構造

　 い ま，k次元 の
一

般化速度 v とそ れ と双対 な k次元 の

　
・
般化力 F の 問の ペ ア リ ン グ （双対内積）に

〈F，v＞＝0 （3．3）

とい う関係 が 成 り立 つ と き，こ れ を接続の 原 理 と 呼ぼ

う（吉村 ω ，川 瀬 ⊥の．v は仮想変位 6q だ け で な く，実

速 度 4を も含 む こ と に 注 意 す る必 要 が あ る．し た が っ

て，接続 の 原理 は仮想仕事 の 原理や パ ワ 原理 を含 む 力

学原理 で あ り，様 々 な 力学系の 拘束 を定式化す る 際 に

有効 で ある ．以 下 に そ れ を見 て み よ う，

非 ホ ロ ノ ミッ ク拘束 ． n 次元 の 配位空間を考え る．運

動学的拘 束式 （2．12）は，運動量相空聞．ヒに持 ち一ヒげて ，

運動量相空間上 の 点Z ニ（q，p）に お ける
一一
般化さ れ た 2n

次 元 の 速度

　　　z −〔多）
に 関す る 非 ホ ロ ノ ミ ッ ク拘束 と して ，以 下 の よ うに 書

き換 える こ とが で きる ，

　 　 ltn

　 Σ N
，，
2 」＝O， r ［　1，．．．m 〈 2n また は N2 ＝0．

　 J；1

こ こ に ，19ニ（」〉，O）で あ る ．ま た ，運動量相空 間上 の
一

般化力 を F 佐、
，ろ）

T と置 き， 運動量相空間．ヒの シ ン プ

レ ク テ ィ ッ ク行列 （構造）（Marsden 　and 　Ratiu25｝）を

・ ・旧 ）
と して ，行列亙及 び ラ グ ラ ン ジ ュ の 未定乗数 λ＝（λ1，．．．，

λ ）τ を用 い て叨
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・ ・Ω ・ ・ 敵 す ・ わ … 働・ 団 ・時
と定義す る と

（3．4）

（F ，Z 〉＝〈F 、
，の・ （F 、

，P＞

　　 ＝ 〈
−P ＋ ivTA，　4＞＋ 〈4，　P＞＝ ズ 〔Na ）＝ o

の よ うにパ ワ 保存則 が 成 立 す る．式 （3．3）の
一
般 化力 F

と一
般化速度 2 の 問 の 関係 を運動量相空 間 上 の デ ィ

ラ ッ ク構造 と呼 ぶ （Yoshimura　and 　Marsden26・27 ｝）．また，

1Vノ

λ は
一

般化 された拘束力 で あ る．

　 3．3　陰的 な ラ グ ラ ン ジ ュ 形式

　速度相空聞の 座標を （q，v）と し て，ラ グ ラ ン ジ ア ン を

L （e，のと し よう．こ こ で ム は 退 化 して い て も良い ．ま

た，運動量相空間 の 座標 を （g，p ）と して ，2 ＝（q，．v，p）に

お け る一
般化 され た部分速度 ベ ク トル を

　　　2（・… P 〕一〔1）
と し よ う （但 し，ψ＝0 で あ る ）．また，ラ グ ラ ン ジ ア ン

L （g，v ）に対 して ，
一

般 化 エ ネ ル ギ ー関 数 を

E 〔q，　v，　P ｝＝〈P，v＞− L 〔q，　v ）

と定義す る．E か ら誘導 され る一一
般化力 は

　 　 　 　 　 　 ∂E 　 　 　 　 ∂L
　　　　　　 ∂q 　　　　 Dq

　　　… 霧 ・
・砦

　 　 　 　 　 　 ∂E
　 　 　 　 　 　

　
　　　　 　　　 v

　　　　　　 ∂P

と書 ける．こ こ で ，速度相空間か ら運動量相空間へ の

ル ジ ャ ン ドル 変換 （q，の → （e，p ニ ∂L／∂v）は

　　　器 ・
一黔 ・

と して 表 さ れ，こ れ を 満 た す よ うに
一

般化力 dE を 制限

す る と

dE1
… L1 … 鬮・国

を得る．さ ら に，相空 間 上 の シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク行列

Ω，接続行列 iV及 び ラ グ ラ ン ジ ュ の 未定乗数 λ を用 い

て ，dElp．∂〃 bl
と 乞の 間に デ ィ ラ ッ ク構造 が存在す る と

き，す な わ ち，

　　　 dE 　1，．∂L 、ev
＝Ω2 ＋ ガ λ

が 成 立 す る と き，こ れ を陰 的 な ラ グ ラ ン ジュ 系，また

は
，
ラ グラ ン ジ ュ

・デ ィ ラ ッ クカ学系 とい う．以 上 よ り，

　　　（1）・剛国・ 剛
　 　 　 　 　 　 ∂L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．5）
　　　　 ρ

誕
斎

・

　　　　 o ＝N （q｝v

と表す こ と が で きる ，

　式 （35）で 表 された 陰的なラ グ ラ ン ジ ュ 形式 に よ る 定

式化 は，非 ホ ロ ノ ミ ッ ク 拘束だ けで な く，慣性項が ル

ジ ャ ン ドル 変換 と して 速度 に 関 す る線 形 の 代数式 で 与

え ら れ る た め ，ラ グ ラ ン ジ ア ン が 退 化 した 場合 の デ ィ

ラ ッ ク の 意味 で の 拘束 を扱 うこ とが 可 能で あ る．柔 軟

マ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム の 定式 化 を 行 う際 ，浮 動基 準 座

標系 を用 い た と して も，慣性力 に 伴 う複雑 な 非線形項

の 計算 は不要 と な る ．ま た，絶対基準座標系 に よ る 定

式化 も式（35 ）の 陰的な ラ グ ラ ン ジ ュ 形式 の 枠組 み で 容

易 に 定式化が可能 で ある こ と は 言 うまで もない ．

4．　 お わ り に

　本稿で は，マ ル チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の モ デ リ ン

グ と定式 化 法 に つ い て 概 説 し，拘 束 力 学系 と して 陰 的

な力学形式 が 本質的な 役割 を 果 た す事 を示 した．特 に ，

デ ィ ラ ッ ク構造 と 陰的 ラ グ ラ ン ジ ュ 系 の 詳細 に つ い て

は
， 参考文献 （吉村

28 ）
，

Yoshirnura 　and 　Marsden26・　27 〕）を

参考 に された い ．

　筆 を 置 くに あ た り，改 め て ，力学 の 奥の 深 さを 感 じ

て い る ．以 前，ある 数学の 大家 か ら 「力学 と は 何 とな

く経験 で 分 か っ て くる よ うな学問なの で は ない の か」

と言わ れ た こ とを思 い 出す．実 際 ，物理 学 や 工 学 の 学

生 は，数学 的 に厳密 な 定義 な ど知 ら な くと も．何 と な

く力学 の 考 え を 身 に つ けて 行 くよ うに 見える．しか し，

力学 の 基 礎 的 な概念 に つ い て 数学的 な 観点 か ら見直 し

て み る と
， 案外分か ら ない こ とが 随分あ る こ と に 気 が

つ く．筆者 の 考 えで は ，
一

旦，経験的，直感的な方法

で 力学 を学 ん だ 後 に，数学的な見地 か ら力学 を 合理的

に 理解す る こ とが で きれ ば ， さ らなる 飛躍 が で きる の

で は ない か と思 う．最後 に，読者 が マ ル チ ボデ ィ ダイ

ナ ミ ッ ク ス は も と よ り，古典力学 の 数学 的 理 論 と方法

に つ い て少 しで も興味 を持 っ て もら えれ ば，そ れ は筆

者の 望外の 幸せ で あ る．

　謝 辞

　筆者 を力学 と回 路 の ア ナ ロ ジー
の 世界 ，さらに マ ル

チ ボ デ ィ ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 研 究 へ と導 い て くだ さ っ た
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恩師，故川瀬 武彦先 生 に 本稿 を 捧げ ます．マ ル チ ボ

デ ィ ダイナ ミ ッ ク ス が殆 ど注 目さ れ て い なか っ た 1970

年代後半 に，力学 と 回路の ア ナ ロ ジー
に基 づ い て ，ボ

ン ドグ ラ フ 理 論 をマ ル チ ボ デ ィ シ ス テ ム に応用 し よ う

とい う着想 を持た れ た 先生 の 慧眼 に 改 め て 深 く敬意 を

表 します．また，共同研究者で もあ る カ リ フ ォ ル ニ ア

工 科大 学 の 」．E ，　Marsden 教 授 と は様 々 な 議 論 を 通 じて

．
占典力学 の 数学的理論 を ご 教示頂 い た ．こ こ に感謝 の

意 を 表 し ます．本研 究 は 日 本学術振興会
・
科学研究

．
費

基盤研究 （C ）課題番号 20560229
，
JST　CREST 及 び早稲

田 大学特定課題研究重点助成（課題番号 2 10A−606）の

支援 を受 け て い る ，
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