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1．は じめに

　ご 存 じの よ うに，非線形偏微分方程式の 解 に 対す る

統
一

的な理論は 現 在 の と こ ろ存 在 しませ ん ，そ の た め ，

偏微分方程式 の 精度 保証 につ い て も，最終的 に は 個 々

の 問題 の 特性 に応 じた 様 々 な工 夫 を施す必 要 が あ り ま

す．こ こ で は，楕 円型 境界値問題の 解の 存在検証 を 目

的 と し て 開発 され た 精度保証法
匚L’1：

を 例 に 取 り上げ，

その 原 理 を
一

般 化 して 紹介 し ます．な お、こ の 原理 は，

常微分方程式 の 境 界値問題 に もそ の ま ま適用可能で

す，ま た，関数解析学 の 用 語 に つ い て は，参考文献 ［4］

を参照 して くだ さい ．

　2，問題 設定 と不動点定式化

　戈 を Banach 空問，　 X，γ を Hilbert空 間 と し．埋 め

込 み を含 め た 包含関係 ； 文・
→ x → Y が 成 り立 つ と し

ます．ま た，埋 め 込み 2gX の コ ン パ ク ト性 を仮定

し ます．以降，X，　Y の 内積 を ｛U，　V）X，（U ，　V ）， IAi積 か ら導

か れ る ノ ル ム を 11ullx＝V（ll；ll51，トlullr＝ V（IJ；IIJ；で 表 記

し ます．次 に．線形作用 素丑 漣 → y と （
一

般 に 非線形）

作用素プ
’
：X → γ を定め ます．作用“’｛f ：X → γ は連 続

で あ り，X の 有界集合 を y の 有界集合に 移す と します．

fの 微分 可能性 は必ずしも仮定 しませ ん．

　以 上 の 準備の もと，方程 式 ；

　Au ＝f（u）　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1）

幽
　 九 州大学情報基盤研 究開 発 セ ン タ

ー

　 Research　lnstitute　fc）r　Information　Technology，　Kyushu　Uni−

　 versity

の 解 tt を求 め る 問 題 を考 え ます．非線形微分方程式 の

場合、式 （D の A は最高階数 の 微分 を 含 む線形作用素，
．fは そ れ 以 外 0）非線形項 に 対応 し ます．

　2．1 不動点定式化

　任意の φ ∈ y に対 し，A ψ　＝　iPは一
意の 解 ψ∈ 1 を持

つ と仮定 し，こ の 対応 関係 をA
−1

：γ 一
ラ £ で表記 しま

す，また，作用素 A
−1

に 連続性 を仮定 し ま す．次 に ，

埋 め 込 み 作用素 ’
糾 ， とA

−1 との 合成写像 ゴ fi−．x 。 A
−1

：

y → x を 改 め て A
−1

：γ → x と置 き直 し ます，こ の 時，

A
−1

とプ
’
の 合成写像 を

　F ：＝A
−10f

：　　X −→ X 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

と定義する と，方程 式（1）はX 上 の 不 動点 問 題 ：

　 u ＝F（u ）　　　　　　　　　　　　　　　　 （3）
に 書 き直す こ とが で きます．そ の 作 り方 よ り，F は コ

ン パ ク ト作用素 とな ります．対応関係 は 次の 通 りで す、

・ じ細 ，二、 参 ∴ ，

した が っ て，Schauderの 不動 点定理 ［8，　Theorem 　2．A ］

よ り，空で な い 有界凸閉集合 u ⊂ x に 対 す る包 含関係 ：

　F（U ）⊂ ［ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
を確認す る こ とが で きれ ば，U の 中に F の 不 動点 の 存

在 を保 証 す る こ とが で きます．上 記 の U の よ うに，解

を包み 込む こ とが 期待され る 集合を
“
fee補者集合

tt

と

呼 ぶ こ と に し ます．

　2．2　有 限 次 元 部分空間と直交射影

　作 用 素A に対 し，

　（u・v）x ＝（Au ．・）y7 ∀、、∈ x ， ∀、∈ x 　 　 　 （5）
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の 成立 を仮定 し ます，次 に，X の 有限 次元 部分 空 間 を

X
、，，X の 内積 に対す る 直交射影 P，、：X → Xh を

　（u
− PhU，　 Vl，）x ＝O， ∀Vh ∈ 瓦 　 　 　 　 　 　 （6）

で 定義 し ます，さ らに ，直交射影P 、，に 対 し，h に依存

す る具体的 な数値 が 算定可 能なC （h）＞ 0が存在 し

　「1（1 − Ph）vllx ≦ C（h）1［Avllr，　∀、t∈ 2 　　　　　　　（7）

を満 たす こ と を仮定 します．なお，
“
C （h）

”
は，オーダー

が h と い う意味 で は ない こ とに 注意 して くだ さい ．こ

こ で，v ∈ k に対 して φ＝A ，とすれ ば，直 交 射 影 P 、 の

定義（6）と式（5）よ り

　（P 、
V，　Vi、）x

＝（φ，喃 ， ∀Vh ∈ Xh 　 　 　 　 　 （8）

とな り ます，した が っ て 式 （7）は，φ∈ γ が 与 え られ た

と き，方程式 Av ＝φ の 解v ∈ 2 の Xhに おけ る近似解が，

射影を用 い た 式（8）に よ り計算可能 で あ り，か つ ，v

と Phvの 誤差評価 が

　 11v− Phvllx≦ c （h）11ip11，

で 与 え られ る こ とを意味 し ます．また，C （h）は，存在

を 示す だ け で は不 十分 で．具体的な値 を 算定す る こ と

が 必要とな ります．こ の C   の 見積 もりを
“
構成的誤

差評価
”

と呼び ます．詳 し くは本小特集『7．有1垠要素

法 に現 れ る 誤差評価定数の 厳密 な 評 価 』を参 照 して く

だ さい ．

十分 条件 は

　｛
　 　 P，F （の 一

κJ，　 ⊂　 〔ノ厂、，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
　 　 〔1− P，）F（u ）　 ⊂　 u．

で ある こ とがわ か ります．よ っ て 問題 は，直交射影 P，，

に よ っ て 分け られ た有限次元部分 と無限 次元 部分 そ れ

ぞ れ に対する 包含関係 の 確認 に 帰着 さ れ ます．式（12）

の 第 1式 の 左 辺 は 近 似 解 Uh の 残差に，第 2 式の 左辺 は

F（U）に対す る射影 P 、、の 誤差 に それ ぞれ 対応 し ます．

　3．2 無 限 次 元 部分 の 包含関係

　次の 定理 は，候 補者集合 の 無 限 次元 部分 の 構 成 と包

含関係成立 の た め の 条件を与 えます，

定理 3．1　式（11）の候補者集合 U の 無限次元部分

U。を，半径 α ＞ 0 の X の 球 と して

　U．＝匿 ∈ X想剛 ． ≦ α ｝　 　 　 　 （13）

で 定め る 時

C（h）　sup 　11f（u ）lly≦ α

　 　 n∈u （14）

　3．射影 と射影誤差 に基づ く解の検証

　式（6）で 定義され る 直交射影 Ph を用い る こ とで，　 X

の 不 動点方程式 tt ＝F（u ）を 有限 次 元 X
，，部分 と無 限 次 元

の 誤差 に 対応す るXガ部分 に

　｛
　 　 　 　 Phu　 ＝　 PhF（u ），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9）
　　 （1− P，）u 　 ＝ 　 （1− P ，）F （u ）

と一
意 に 分 解 す る こ と が で きます，X；は 内積（・ヂ ）x に

対す る X
，，の 直交補空 間 で す，分解 され た有 限 次 元 お よ

び無限次元部分そ れ ぞ れ に つ い て 候補者集合 を 設定

し，F を作用 させ た後の 包含関係 を調べ ます．

　3．1　候補者集合 と検証条件

　問 題 （1）の 近似解 を tt」，∈ Xh と し ます．解をX で 探す

た め，必 ず し も U
」，∈ X で ある 必要 は あ りませ ん，

具 体的 に は，A に 対す る 条件 （5）を用 い て

（u 、，　Vl，）x ＝（f（・、，嚇 ， ∀・、
α

、 　 　 　 （10）

を満 た す UJ，を（こ こ で は ）近 似 的 に計算 します．次に ，

解 を包 含 す る こ と が 期待 され る 候補者集合（有界凸閉

集合）U ⊂ X を

　u ＝ Uh ＋ u ，，＋ u ．，　 us／⊂ Xh，　 u．⊂ xガ　　　（ID

と選 び ます．Uh，　U．は 近似解 Uh と真 の 解の 差 を包 含す

る こ とが 期待 され る 集合で す．こ の 時，式 （11）で 定 め

た 候補者集合 U に 対 し，F（U）⊂ U が成立す る た め の

が成 立 す れ ば，式（12＞の 後半 ： （1　
一

　Ph）F （U ）⊂ U ．

が満たされる．

　式 （13）の U ．は 中心 0，半径 α の 球で あ り，空 で な い

有界 凸 閉 集合で す．また，条件（14）の 不等式 は，構

成的誤 差 評 価 定 数 C（h）を 十 分 小 さ く取 る こ とが で き る

な ら ば，その 成立 が 期待で き ます，

　3，3　有 限 次元 部分 の 包含関係

　次 に，候補者集合 の 有限次元部分 の 構 成 と包 含 関 係

成立の た め の 条件 を導き ます，Xr、の 次元を N で 表記

し，｛ip、｝、、 、fN を Xh の 基底 と し ます．ま た，　 N × 1V複 素行

列 D を， 1≦ i，ノ≦ 1Vに対 し

　［D ］，J ：＝（ip、ip，）x．　　　　　　　　　　　 （15）

で 定義 します，候補者集合の 有 限 次元 部分 Ul、⊂ 瓦 は，

複素凸閉集合 IB，｝1≦猷
と基底 との

一
次結合 で

　 　 　 コソ

　u ・
＝ Σ鍋 　　　　　　　　　（16）

　 　 　 FI

と設定 しま す．X が 実空間 の 場合 に は，　 B、を上端 と下

端 を持 つ 閉区間 に設定し ます．複素 空 間の 場 合 に は，

実部
・
虚部が 閉区間 とな る よ うに B，を定義す る か，中

心 と 半径 で 表現 さ れ る 閉円 板 に 設 定 し ます．こ の 時，

U ，，は，各1≦ ’≦ N に対 しB，に 属す るす べ て の 複素数

と基底 φ，との
一

次結合全体 の 関 数集合 と して ，す な わ

ち

Uh ・｛‡ゆ ・ X
・1・v ，

　 E　B
，

・ ・ 1・ ’・ ・｝ （17・

と表現す る こ と がで きます．そ の 作 り方 か ら Uh は有
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界凸閉集合 とな り，次が 成 り立 ちます．

定理 3．2　式（13＞，（16＞，（11）よ り構成 され る 候補

者集合 U ⊂ X に対 し，d ＝［d，］⊂ ぴ を，1 ≦ ゴ≦ N で

　 d，
＝｛げ（のφ，）y − （砺 の x ∈ ¢ iu∈ U ｝　 　 （18）

と定め る．この 時

x − ｛i ・ c ” it ・ D
−da

，∀a ・ d｝　 　 （19）

と なる x ＝【x ，1⊂ ぴ に対 し

　 x、⊂ B，，　　1≦ i≦ ハ「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

が 成 り立 て ば，式 （12）の 前半 ； AF （の 一Uh ⊂ Uh

備 ・ ・
璽 ＿ ＿ 一 ＿ 」

　定理 3．2 に お ける 式 （18）は，U が 無 限 次 元 の 項 を含

む た め，正 確な値を求め る こ とは で きませ ん．そ の た

め 実際の 計算で は，d を包含す る複素閉集合で 代用 し

ます，また，式（19）を満たす x も集合として 正 確 に 算

定す る こ と は 困 難 で す．こ ち ら も実際 の 計算 で は ，x

を包含す る複素閉集合 で 代用 し ます．そ れ ぞ れ 大 きめ

の 評価 とな る もの の ，最 終 的 な 包 含 関係 （20）が 得 ら れ

れ ば検 証 に は 問 題 あ りま せ ん．また，式（19）（に 対応

す る包含集合）は，行列 D に 対す る 連立 1 次方程式を

精度保証付 きで 解 くこ と に よ り定ま ります．詳 しくは

本特集 『3．連立方程式の 解 に対す る精度保証付 き数値

計算』を参照 して くだ さい ．

　 4．Newton 型作用 素の導入

　前章で 紹 介 した検 証 手法が 成功す る た め に は，作用

素 F が 不動点の 近傍 で 引 き込 み 的で あ る こ とが前提 と

な ります．そ こ で ，よ り
一

般 的 な 問題 に 対
．
応す る た め ，

有限次元 部分 に Newton 法 を 適用 します．

　 4．1Newton 型作用素

　線形作用素 q ：X → γ を導入 し ます．fが Fr6chet微

分可 能 な 場合．q は 近 似 解 Uh ∈ Xt
， に おけ る微分 f’［Uh］

に取 る の が
一

般的 で す．次 に ，線 形 作用 素 Q を

　 9 ；≡A
−［

Qq ；　　X −
÷ X 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

で ．さ らに ，Newton 型作 用素N ，，：X → ＆ を

　Nh （u ）：
＝PJ、u − ［1− e］ILPi，（u − F （u ））　　　　　　　　　（22）

で 定義 します．N
， の 定義式（22）［∬− Q］渋 瓦 → X ，、は，

　 P
，（1 − Q）：　　X − ＞ Xh　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

の 定義域 x を 篤 に 制限した作用素P
，，（1− Q）ix、：x ，，→ 萬

の 逆作用 素 と し．そ の 存 在 を仮 定 し ます ．N ， は，
ff（の ：＝u − F （u ）に 形 式的に Newton 法 を適用 し，　 P 、 を

施す こ とに よ り得 られ る非線形作用素 で す．

　次 に，Xh の 基 底 ｛φ、｝、≦／、，v ，お よ び q に よ り構 成 さ れ る

1＞ xN 行列 G を，1≦ i，j ≦ N に対 し

　［G］／J ：
＝（φノ，φ、）x

−
（giPj，　iPf）r　　　　　　　　　　　　　　　（24）

で 定義 し ま す．こ の 時，［1− 21露
1
と式（24）の 行列 G と

の 関係 と，具体的な［1
− Q］ズの 行列 ・ベ ク トル表現 が

以 下 で
’

チえ られ ます，

補題 4．1　［1一鱗V ：X ，，→ 瓦 の 存在 とG の 可 逆性

は 同 値で あ る．ま た，［1− 2】1
’

が存在す る と き

眤 Σ順 ・ x ・， 擢 一囲 ・ c・

　 　 　 i＝1

に対 し

v ・・
＝・E・− 91謳 ＝Σ嘛 ・

＝【v ・］・ CN
　 　 　 　 　 　 　 　 ド1

の 係数ベ ク トル v は

　 v ＝GrmLDw 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

で決定され る．

　 4．2　Newton 型作用素 に よる不動点定式化

　有限次元部分 に 対す る Newton 型作用素 Nl、を 用 い ，

X ヒの 無限 次 元作用素 T を

　1▼（u ）：＝ノVh（t｛）＋ （1
− Ph）F （u ）　　　　　　　　　　　　　　　（26）

で 定 義 し ます，こ の 時，T は コ ン パ ク トで あ り，

［1
− 9］7，

1
の 存在を 仮定す れ ば，不動点問題 ‘4＝F （u ）と

u ＝ T（の との 同値性 を確認で きます．作 用 素 τ に対 し

て も，F と同様 Schauderの 不動点定理から，空 で ない

有界凸 閉な 候補者集合 U ⊂ X に 対 して

　｛
　　　N ，（の 一Us，　⊂ 　 U

片，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）
　 　 （i− Ph）F（u）　 ⊂ 　 u ，

が確認 で きれ ば，T（の ⊂ U と な り、τ の 不 動点が U

内に存在 します，N
， は Newton型作用素の た め，〔／が

もし真 の 解 を包含 して い れ ば，縮小傾向 に ある こ と，
つ ま り式 （27）の 前 半 の 包 含関係 の 成 立 が 期 待 で き ま

す．また、無限次元部分 （1− Ph）F（の は，　Newton 法的な

変換 は 施 して い な い もの の ，前 章 と 同 じ く，C （h）→ 0

（h → 0）に基 づ く縮 小 性 が 期待 で きます，

　4．3　有 限 次 元 部分 の 縮小性

　有 限 次 元
・
無限次元部分 と もに，候補者集合 の 設定

は 3 章 と 同 じで す，無 限 次元部分 に対す る確認は定理

3．1 で 行 い ま す．有限次元部分 の 縮 小 性 は 次 で 確認 し

ます．

定 理 4．1　式 （13＞，（16＞，（工1）
’
で 構成 さ れ る 候補者

集合U ⊂ X に対 し，UEU の それ ぞ れ の要素を

　 u ＝Uh ＋ ah ＋ Ui， 羸 ∈ Uh，　 u．　e　U．

で 表現する．4 冠 4］⊂ ぴ を 1窟 ≦N に 対 し

　4、
＝｛（f（u ）− 9舜

ゐφ，）r − （Uliφ」）x ∈ Cl κ ∈ U ｝　　　　（28）
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で 定め る．こ の 時

x ・｛a ・ cr 齢 G
−1
鼠∀a・ d｝ （29）

とな る x ＝ ［Xi］⊂ ¢
N
に対 し

　Xi ⊂ Bi，　1 ≦ 1≦ N 　　　　　　　　　　（30）

が 成 り立 て ば，条件 （27）の 前半 ： N ，（U）− Uh ⊂ U ，

が満 た され る．

　前章 と 同様 定理 4．1 に お け る ベ ク トル d，x を実 際

に 計算す る場合 に は，そ れ ぞ れ を包含す る （
一

般 に複

素）閉集合 を用 い て 評価 します，

　 こ こ まで 紹介 した コ ン パ ク ト作用 素 を用 い た不動点

定式化 と Schauderの 不 動点定理 の 成立 条件 を確認す る

検証手法 は，Banach の 不動点定理 ［8，　Theorem　l．A］に

基 づ く局 所
一

意性付 き存在検証，お よ び有 限 次元 部分

をノ ル ム で 評価す る検証手法 に拡張可能で す
［1’3161，

　4．4　検証例 lKolmogorov 問題

　Newton型作 用素を 用 い た 検 証例 と し て ，　 Navier−

Stokes方程式 の 流れ関数表示 か ら導か れ る 以下 の 2 次

元 Kolmogorev 問題 ［7，5 章］を考えます．

　△
2
φ ＝

−RJ （ip．△φ）
一

… ω inΩ．　 　 　 （31）

こ こ で ，領 域 は ア ス ペ ク ト 比 0 〈 α 〈 1に 対 し て

Ω ＝（
一

π 1α ，π 1α ）x （一π ，π）は x ，y に 対 し 周期 的 で あ り，

対称条件φ（x，｝，）＝ φ（
−
x，−y）お よ び 正 規条件 ln　di　dxdy＝

0 を満たす と します．また，J（u ，　v）：＝u．v，− U
，
，Vr で す．

4 階楕 円型 方程式 （31）は，任意 の R ＞ 0 に 対 し 自明解

φ＝− cos （y）を持 ち ま す．課 せ ら れ た 条件 よ り，関 数空

間 Xk （k ≧ 0）を m ∈ N 。，　n ∈ Z，｛m ，　n）≠ （O，O）に 対 しす べ

て の 関 数 COS （m α X ＋ ny ）が 張 る 空 間 の Hk（Ω）で の 閉包 と

して 設定 します ．た だ しHt ）

（Ω）：＝L’

（Ω）で す．こ の と き，

作用素 と関数空間 を

　 ∫L＝△
z
，　2 ＝X4 ，　X ＝X コ

，　｝
厂

＝ xo，

内積 を

　 （‘t，y）．＝（u＿，　v．x，）Lユ｛。，
＋ 3（娠 ，レuv ）乙2｛Ω，

＋ 3（Ux，、，リ。、）、2cΩ 〕

　　　　 ＋ （Uvvvl　v 、訊 2
〔Ω｝i

（U，レ）r ＝（U・レ）i．・cn）で 定義す る こ と に よ り定式化 の 枠組

み に あ て は ま ります．た だ し式（5）は （△，。△r）i．2［n ）
　＝

（Au，レ）L2 ｛n ｝で 成立す る た め，　 G の 定義を含 め 若干 の 式

の 修 正 が 必 要 で す．式（7）を満 た す射影誤 差 定数 は，

無 限次 元空 間 の 打 ち切 りを κ ＝n ＝m に し た と き，

C（h）＝11（α （κ ＋ 1））に 取 る こ とが で きます．

　図 1は R ；5，α
＝0．35に 対す る 近似解 の 形状 で す．

文献［7，図 5．7］の モ
ード 1（上 ）お よび モ

ー
ド 2（下 ）の 解

に 対応 し ます．こ の 近似解 に対 し検証定理 を適 用 した

結果，K ＝60 に 対 し，　 X3 ノ ル ム の 意味 で モ
ー

ド 1が

7．4159 × 10
−］c）
，モ ード 2 が 5．8337 × IO” °

の 誤 差 で 解 を

包 み 込 む こ とに 成 功 し ま した．

　5．無限次元 Newton 法 に基づく解の検証

　 こ こ で は，3 章
・4 章の 手法 とは 異 なる，無限次元

Newton 法 に基 づ く解の 精度保証法 を紹介 しま す．

　5．1 残差引き戻 し

　まず，近 似 解 を用い て 問題 を残 差 形 に 1司値 変 換 しま

す．二 通 りの 方法が あ ります．

　5．1．1 直接的引 き戻 し

　問題 （D の 近似 ee　Uh ∈ X が AUh ∈ Y を 満 た す と し ま

す，こ の 時

　9（w ）：＝ブ（w ＋ Uh）一丿lu，、　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

とお くこ とで ，方 程 式 （1）は Aw ＝g（W ）を満 た す 残差 ：

　 w ＝u − Uh

を求め る 問題 に書 き直す こ とが で きます．

　5．1．2X
＊
型引き戻 し

　二 つ 目の 引 き戻 し は ，
”
X
＊
型
”

手法
匚］］

で す，ま ず，

近似解 uh ∈ Xl、が式 （10）を，近似の 意味で は な く，厳密

に 満 た す と仮 定 します．Ufiは 有 限 次元 問 題 の 真 の 解で

．
）

　〜〜、
・

＼

一
う一　一
3　一

　　　
一气
＼ 〜

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〜
H−一一4 　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　

−s

図 1　α
＝O．35，R ＝5で得 ら れ る Kolmogorov 問題 （3D の 2 つ の 近 似 解 戯v と流線 （［（φ押）y，一（φPN）」

7

）．
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あ る とい う点 が 重要 で す，実 際 に は，有 限 次元 問題 に

対す る 精度保証
：S］

に よ っ て 砺 の 係数を真 に包含す る 区

間係数ベ ク トル を求めます、こ こ で，f（Uh）∈ y で す の

で

　 An ＝f（UF、）　　　　　　　　　　　　　　　 （33）

を満 た す 舜 ∈ X が 存在 し ます．こ の 旋 の 周 りで 式（D の

解 配 を探し ます．式 （5）よ り

　 （舜．v）x ＝（f（UJ，），　v ）v，　∀、∈ X 　　　　　　　　　（34）

で す の で 、式（34）の v ∈ X を特 に XJ
，
の 要素に 制 限 し式

（10）を 引 くと

　 （R − “
・，　v・）x ＝0， ∀v ・、∈ Xt，　 　 　 　 　 （35）

とな り，式（35）は Pha が Uh に
一

致す る こ と を示 して い

ます．そ こ で ，a と tti、の 差を

　 レo ：＝舜一Us、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔36）

と お けば v，，∈   と なります． v。 の 具 体的 な形 は不明で

す．しか し，式（7）を用 い る と ノ ル ム 評価

　 11Vellx≦ C（h）llア（Ulr）Hr　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

を得 る こ とが で きます．最 後 に w ＝u − zaとお け ば．式

（1）の 引き戻 し形式

　 丿lw ＝
ブ（n・＋ u 厂、＋ り〔〕）

一
ア（‘砺）　　　　　　　　　　　　　　　（38＞

が 完成します．こ の 式（38）の 右辺 をg（w ）と置 き．定式

化を進 め ます．式（38）の 解 w ∈ X が求まれ ば，式（D の

解 u を

　 u ＝Uh 十 Vu 十 vv

で 構成す る こ とが で きます．こ の 引 き戻 しは、Au 、 ∈

Y で あ る必 要が あ りませ ん ，また，具 体的 な A に つ い

て は．瓦 の 高次要素を用 い た v 。の aposteriori 評価 に よ

る 高精度化 も可 能 です
：1］．

　5．2 無限次元 Newton 法の 適用

　次 に ，線形作 用 素 q ：X → y を与 え．そ の 連続性 を

仮 定 します．9 が Fr6chet 微分 1亅J
−
能で あれ ば，あ る E・∈

X に 対 し

　 qw ＝ 9
’
囲 w 　　　　　　　　　　　　　　 （39）

と取 る の が
一

般的で す．例 え ば，式 （32）で 命 ＝0 と と

れ ば g
’
［羽 囲 ＝ f

”
［tt，lw とな り ま す．　 q を用 い た 式A ｝v ＝

g（w ）に対
．
す る Newton 型残差方程式 ：

　 Aw − qw ＝9（w ）
−
qw 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

を 考えます，そ して，式 （40）の 左 辺 の 対応を

　 ノ ；＝A − q ：　X → γ　　　　　　　　　　（41）

で定義 します．ノ は線形作用 素で あ り，式 （39＞で q を

定義 した 場合 に は ，問題 ．4w ＝g（吻 の a・にお ける 線形

化作用素 に対応 し ます，

　こ こ で ，ノ は 連 続 な逆作 用 素 ： ．／ −1
；y → 2 を持 つ

こ と と，具体的な値が 算定可 能 な M ＞ 0が 存在 して

　IIノ　
ー1
φ11x≦ ルflliPllr，　　∀φ∈ Y　　　　　　　　　　　　　　（42 ）

を満 た す こ と を 仮定 し ま す．次 に，非 線 形 作 用 素 ア；

X → X を

　f（w ）：；．／
−1

・ （9（w ）− qw ）　　　　　　　　（43）

で 定 め ます．こ の 時，g が X の 有界集合 を Y の 有界集

合 に移 す こ と，ノ
ー
Lq の 連続性，お よ び 2gx コ ン

パ ク ト性 を用い て，T は X 上 の コ ン パ ク ト作用素 と し

て 定義され，問題（40）は X 上 の 不動点方程式 1

　 レレ ＝t（レの　　　　　　　　　　　　　　　　 （44）

に 書 き直 され ます．

　作用素 f は．残差 形 式 Aw ＝ g〔w ）に 対 す る Newton

型作用 素で あ る こ と か ら，0 の 近傍 で 引 き込み 的で あ

る こ と が 期待 され ます，こ の 時，Schauderの 不動点定

理 に 基づ く以 下 の 検証条件が 導 か れます，

−

　定理 5．1　無 限 次 元 候補者集合 W を，半径 α ＞ 0

　 に対 し

　　W ：＝｝w ∈ Xlilwllx≦ α ｝　 　 　 　 　 　 （45）

　 と 取 る．こ の 時

　　聖 2119（w ）　一　qwll・ ≦ α

　 　 　 　 （46）

　が 成立 すれば，7 は W 内 に不動点を持つ ，

　また，候補者集合 W 内の 解の 局所
一

意性 は，Banach

の 不動点定理 に 基づ く以 下 の 条 件 で 確認 す る こ とが で

きます．

　

　定 理 5．2　式 （45）で 定義 した 候 補者集合 W ⊂ X に

　対 し，C
，

＞ 0が 存在して

　　 Il9（Wl ）−9（w ・）
− q（Wl − w 、）ll，≦ C，HwF　一　w ，11x，　 Vve1．w2 ∈ W

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （47）

　を満 た す とす る．こ の 時，定理 5．1 の 条件（46）に

　加え

　　MCs 〈 1　　　　　　　　　　　　　　 （48）

　が 成立 す れ ば，T の 不 動 点 は W 内 で 唯
一

で あ る ．

特 に，9 が W ⊂ X で Fr6chet微分可能な らば，式（47）

の C
，

＞ 0 は

1じ311（9
’
［D ］− q）”

’11・ ≦ C
・11・・1］・・ ∀・ ∈ X 　 　（49）

を満 たす よ うに 取 れ ば よい こ とが わ か り ます ．さ らに，

定理 5．1 と定理 52 を組 み 合 わ せ る こ とで 局所
一

意性

の 範囲 を拡大す る こ と も可 能で す．また，ノ
ー1
に 対す

る ノ ル ム 評 価 式 （42＞を 用い て Schauder，　 Banach 以 外 の

不 動点定理 の 適 用 を考 え る こ と もで きます．

28 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 第 31 巻 第 3 号

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

i59

　5，3　y の 可逆性と M の評価

　式 （15）定義 した行列 D ，お よ び

　［L］、， ：
三（φ、，φ「），， 】≦ ∫，ノ≦ N 　　　　　　 （50）

に対 し，D ＝DSD9 ，乙＝LSL9 と な る 分解行列 D ＝1）圭

，Ll を定め ます．通常D ±お よび LS は，　 Hermite正定値

行 列 D，L の Chelesky分 解 に よ り計 算 可 能 で す．次 に，

式 （24）で 定義した行列 G とD 圭，LSを用 い た行列 の ス ペ

ク トル ノ ル ム を，G の
’
卩∫逆性を前提に

ρ ・＝卩ID号G
−IL 圭II2　 　 　 　 　 　 　 （51）

で 定 め ます．こ の 時，次の 評 価が 成 り立ちます．

定理 5．3

　 11qwllr≦ τ illphMs｛lx＋ τ211（1− ph）wllx，　　∀w ∈ X 　　（52）

を満たす τ 、， τ2 ≧ 0が存在 し，かつ ，具体的な値が

算定可能とする．こ の 時

　κ ：＝ C＠）τ2（1＋ τ 【ρ）＜ 1　　　　　　　　　　　　　　 （53）

が 成立すれ ば，V
’

は 可 逆 で あ り，式（42）を満たす

M ＞ 0は

　　　領 域 Ω を三 角形
一

様分割 し（分割幅 h ），各三 角

形領域 上 で の 区分
一

次関数を基底 と す る 関数空間 濁、

を与え る とき，式（7）を満 たす射影誤差定数 は C（h）＝

0，493々 に 取 る こ とが で き ます （本小 特集 7．参照〉．図 2

は A ＝6，a ＝O．OOIで 得 られ る 2 つ の 近似解 の 形状 で

す，

　近似解 の 左 は 最大値 ノ ル ム の 意味 で 11u、ll．．　 x 　2．143，

右 は 11u、lle・：・　O．995 で す．定理 5．1，5．3 に よ る検証 の 結

果，H8 （Ω ）一ノ ル ム の 意味で 左 の 解が 1．10273．× 10
−

］

（h＝

1！30），右 の 解 が 2．19176× 10
−2
（h ＝ 1！100）の 範 囲 の 候

補者集合 の 中 に 解 を 包 み 込 む こ と に 成功 し ま した．ま

た，定理 5．2 に よ る
一

意性 の 範囲 は 堺（Ω）一ノ ル ム の 意

味 で 左 の 解 が 0．19535（h ＝lf30），右 の 解 が O．21588（h ＝

1！100）で した．

｛
一△ u 　＝　 A（1 ＋ u ＋ ul − au コ

）　 in　　Ω ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55
　　”　 ＝　 O　　 　　 　　 　 　　 on 　 ∂Ω． ）

　HS（Ω）：
＝｛u ∈ H1（Ω）lu＝Oon ∂Ω ｝

に 対 し，

　A ＝一△，　 x ＝H ユ

〔Ω）∩ HS（Ω），　 x ＝Hl（Ω ）．　 y ＝L1（Ω）

と設 定 し ます．X とY の 内 積 は，そ れ ぞ れ

　（u，v）x ＝（▽u，▽v）LicΩ 〕，　　（μ，　v）y ；（u，　v）LコcΩ 〕

で す．

　　　ρ
2 ＋ C（h）2（1＋ τ 1ρ）

2

M ＝

　 　 　 　 　 1一κ

で定まる．

（54＞

　線形作 用 素 ノ の 逆作用素 ノ
ー1

の 存在証明 と式（42）

を満 た す M ＞ 0の 具体的 な値の そ の 他 の 算定方法と し

て は，リ ッ ツ ・プ ロ ジ ェ ク シ ョ ン に 基 づ くOishiの 方

法
匚5：
，ホ モ トピー法 に基 づ く Plum の 方法

［2］，4 章 の 手

法 を線形化作用素 に 適 用 した Nakao の 方法
L3’6：

な ど が

あ ります．

　5．4　検証例 ：2階楕円 型問題

　2 次元正方領域 Ω 三（0，D × （0，D と与 え ら れ た パ ラ

メ
ータA，a ＞ 0 に対 し，次 の 問題を考 えます．

6．は じめに

　本稿 で は，楕円型境 界値問題の 解 の 存在検証 を 目的

と して 開発 され た精度保証法 を例 に 取 り上 げ，そ の 原

理 を
一

般化 して 紹介 し ま した．非線形偏微分方程式 に

対 す る 精 度 保 証 付 き数 値計 算 の 技術 は 未だ 確立
・
完成

され て い る とは い え ませ ん し，今後 も発 展 を続 け る と

思い ます．興味を持 た れた 方 の た め に，精度保証付 き

数値計算 に 関す る 比 較 的 最 近 の 成 果 をま とめ た 論文

集
［2・6］

も参考 に な る か と思 い ます ．

2tt、

15

e5

図 2　 λ＝6，a ＝0．OO　1に お け る問題 （55）の 2 つ の 近似 解 の 概 形
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