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　本書で は非線形 常微分方程式 ある い は偏微分方

程式に対する解析的近似解法が説明 され。 非線形振

動現象 （自励振動な ど）や座屈現象 （オ イ ラー座屈 な

ど）を支配す る方程式 に対す る解析例が示され て い

る．さら に コ ン ピ ュ
ータ へ の イ ン プリメ ン トが容易

に行なえ る よ うに ，個 々 の解析法 に 対す る，数 式処

理に よ る プ ロ グ ラ ム が載 っ て い る，以下本書の 内容

お よび意図をわ か りや す く紹介す る ため ， 1．解析

的近似解法を用 い た非線形力学系の解析， お よび 2．

解析的近似解法に対す る Computer　Algebra（数式

処理または計算機代数）の 援用に つ い て 概観し ， 3．

中心多様体理論 に つ い て解説を加え る．

1．解析的近似解法を用 い た非線形力学系の 解析に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 つ い て

近年 ， 磁気力 を受ける物体 に生 じる分岐現象や カ オ

ス 現象な どが多数報告され て い る （例えば， F．　C ．

Moon
，
　CHAOTIC 　VIBRATIONS

， （1987 ），
　Wi −

1ey）． こ の よ うな複雑な現象を生 じる非線形力学系

の 解析に は ， 数値解法 （た とえぱ Runge −Kutta 法）

よ りも解析的近似解法 （た とえば摂動法や幾何学的

解析手法）を用 い る方が ， 振動現象の 励振 機構な ど

の 定性的な側面を知 る 上 で 有利 な こ とは い うまで も

な い ．

　 た と えば 以下 の よ うな非線形常微分方程式 を考え る

（Icl《 1）

　　詈・ ・ ＋ ・・
3

− ・ 酬 　 　 　（1）

上式 は以下 の よ うva　x を （ の ぺ き級数で 仮定 し （実際に

は t に つ い て も適当 な展開 を行 なう必要が あ る）摂動法

に よ っ て 解 く こ とが 可能で あ る．

　　 x ＝ E・ 、 ＋　c2x2 　＋　・
3x3

　＋ … 　 　 　 　 （2）

も ち ろん ， Runge −Kutta 法 に よる直接数値計算 に よ っ

て 解 く こ と も可能で あ る．し か しなが ら，数値計算で は

当然 の こ となが ら結果を数値で しか得られ な い の に対 し ，

摂動法で はパ ラ メータ の 関数 として 解を求め る こ とがで

きる．従 っ て ，解析 し よ うと して い る振動現象 に 対 して ，

力学系を構成す るパ ラメータ （こ こ で は c ，a ，　V ）の うち ど

の パ ラ メータが支配的か を明らか に で き る と い う点で ，

摂動法は 数値解法 に く らべ 有利で あ る．

　本書で は非線形力学系 をで き るだけ定性i的 に 解

析し よ うとい う立場か ら摂動法や幾何学的解析手法

が取り上 げられ て い る．摂動法に関して は ， Lind−

stedt 　method
，　 Averaging 皿 ethod （平均化法），

Two 　variable 　expansion 　method （二 変数展開法）

が非常に簡潔に 紹介され て い る．しか しなが ら近年

の 非線形振動解析 に 関す る研究で 頻繁に 使われ て い

る Method 　of 　multiple 　sca正es （多重尺度法）が取 り

上げ られ て い な い の は残念で ある．

　
一
方， 幾何学的解析手法 と して は Normal 　form（標

準形），
Center　manifold （中心多様体），　 Liapunov

．Schmidt　reduction の解説が なされ て い る． こ れ

らの 幾何学的手法は摂動法 とは こ とな りこ こ 10 年

来盛ん に 力学系解析に応用され るよ うに な っ た手法

で ， ．と くに分岐点近傍で の 力学系の 定性的な把握に

威力を発揮す る．中心多様体理論 に つ い て はあとで

簡単に説明する．

　　2．解析的近似解法に対す る Computer
Algebra（数式処理 ま たは計算機代数）の 援用に つ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 い て

カ オ ス や分岐現象などを生 じる複雑な非線形力学系

を解析的近似解法に よ っ て 解析す る場合 ， 高次近似

解析 を行な う必要に迫 られ る （た とえば式 （2）にお

い て Xl の み ならず x2
，
x3

、

… を求め る必要が 生 じ

る）． こ の 際， 膨大 な計算量が 必要 と な る た め コ ン

ピ ュ ・一一タの 援用 が必要不可欠で ある． しか しなが ら，

Runge−Kutta法や有限要素法など に代衷され る数

値解析法 と は異な り， 解析的近似解法はそ の 演算が
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基本的に 非数値的すなわ ち記号的 （1 ＋ 1 ＝ 2 と い

うよ うな計算で は なく a 十 a ＝ 2a と い うような計

算）で あ るた め ， FORTRAN な ど の数値処理書語

を用 い る こ とは で きない ．そ こ で 本書で は 上 述 し た

各種 の 解析的近似解法に対 し て 数式処理言語 に よ る

プ ロ グ ラ ミ ン グ法が 紹介 さ れ て い る． こ れ に よ っ て
，

人間が紙 と鉛筆を使 っ て 行な っ て きた膨大 な手計算

が不要に なる． プ u グ ラ ム 例は数式処理言語 MAC −

SYMA で 書かれ て い る が ， 同言語 はすで に開発が

中止 され て い るため ， 実 際に解析的近似解法を コ ン

ピュ
ータ に イ ン プ リメ ン トす る際 に は ， 本書 の 内容

を参考に して Mathematicaや Maple を用 い て プ ロ

グラ ミ ン グ し直すの が現実的で あろ う．

　 と こ ろで ， 表題中 の Computer 　aユgebra に は数

式処理 と計算機代数 の 二 通 りの 日本語訳があ る．数

式処理 は前述 した記号演算 （a ＋ a ＝ 2α ）を計算機

に代行させ る こ とを意味する．これ に対 し計算機代

数は代数演算 の 計算機上 で の 効率的算法を指す （具

体的に は グ レ ブ ナ 基底 ，
ヘ ン ゼ ル 構成 ， 記号的 二 ＝

一

トン 法， 近似代数 な ど： こ れ らに つ い て は，佐 々 木

ほか ， 計算代数 と計算幾何 （岩波講座応用数学）参

照）．本書 は非線形力学系解析 に対する数式処理 の

援用法の み が述 べ られ て お り，計算機代数の 援用法

に つ い て は書及 して い な い ． これ に つ い て は ， グ レ

ブナ 基底や記号的 ニ ュ
ー F ン 法 の 分岐方程式解析に

対する有効性が Journal　of　symbolic 　computation

などで 報告 され て い る もの の ， 今だ研究段階で あ り

今後の 発展 が期待 され て い る．

3．中心多様体理論 に つ い て

最後 に ，本書で 述 べ られ て い る幾何学的解析手法の

うち中心多様体理論に つ い て ， 以下 に示す よ うな簡

単な力学系 （」．Guckenheimer 　and 　P．　Holmes
，
Non．

linear　Oscillations
，
　DynamicaユSystems

，
　and 　Bi−

furcations　of 　Vector　Fields， （1990），
133

，　Springer）
を用 い て 説明す る．

慕（の ・ （9P、）（1）・ （調
　　　　　E・− A （：）・・ （… ）　 （・）

非線形項 1V（x ， y）を無視 し た場合式 （3）は ， 以下の

ような方程式 に な る．　　　　　　　　　　　　　　　　 y ＝ h（x）　　　　　　　　　　　　　 （6）

藷（；）一 （1三）（；）・・ A （；）（・・姦禦 繖 糟 襯  橘 名；

こ の 時行列 A の 固 有値 は λ1 ＝ ＝ 0
，
λ2 ＝ ＿1 で あ

り， こ れ らに対す る固有ベ ク トル は p1 皿［10 ］
t
　is

よぴ p2 ＝［01 ］
t
で あ る．従 っ て 解 は二 つ の 任意定

数 Ol， 02 と を用 い て 以 下の よ うに表せ る．

（の一 （z
’

）e
・・ t

・ （距 （・）

以上 の 結果 か ら次の ような こ とが わ か る．

　（1）x ＝ y ＝ 0 は不動点で あ る． （式 （4）に お い

て dx！dt　＝ ＝ dy！dt ＝ o の とき x ＝ y ＝ o で ある か

ら）

　（2）y 軸上 に初期状態が あ る （すなわち t ＝ 0 で ，

X ＝ 0
， y ＝ yo，　 yo は任意定数）場合， 解 は y 軸

上 を移動 し時間 と とも に不動点 x ＝ y ＝ 0 に近

付 く （なぜ な ら， こ の ような初期条件が与 え られ た

場合式 （5）に お い て C1 ＝ 0
，
　 C2 ＝ Yo と な る か

ら）．こ の時， y 軸 は不動点 忽 ＝y ＝ 0 の 安定部分

空間 （Fig．1 の Es）と呼ばれ る，

　（3）騨 由上 に初期状態があ る （すなわち t ＝ 0 で ，

ω ＝ Xo
，　 y ； 0

， ¢ o は任意定数）場合，解は x 軸

上 で 動か な い （なぜ なら， こ の よ うな初期条件が与

え られ た場合式 （5）に お い て Cl ； Xo ，　 C2 ＝ 0 と

な るか ら）． こ の時 ， 騨 由は不動点 x ＝ y ＝ 0 の 中

心部分空間 （Fig．1 の E
。 ）と呼 ぱれ るt

　以上 （1）， （2）， （3）よ り，不動点 ¢ ＝ y ＝ 0 近

傍 の 解挙動 は 〃方向に は安定 （時間 と とも rc　y は 0

に近付 く）で あるが ， x 方向に関して は安定判別不

可能 （時間が 経過 して もx は 0 に 近付 きも離れ も し

な い ）な こ とが わ か る．

　で は ” 方向の安定性 は ど の よ う に決定 され る か

とい う と， 非線形項 N に よ っ て 決定され る．具体

的に は中心多様体 とい うもの を求め る こ と に よ っ て ，

x 方向 の 安定｛生を調 べ る こ とが可能で ある．以下具

体的に中心多様体の 構成法を述 べ る．非線形項 を考

慮 に 入れ た場合中心 部分空間は 当然 の こ と なが ら何

らか の 変形を受ける こ とが予想 され る．し か しなが

ら非線形項は も とも と微小量で あ る か ら， x ＝ y ＝

o に お い て 中心 部分空間 Ec（Fig．1参照 ）す なわ ち x

軸 に接す るように変形され る こ とが 知 られ て い る （J．

Carr
，
　Application　of 　center 　manifeld 　theory

，（1981），

Springer参照）． （変形 され た中心部分空間を中心

多様体 と呼ぶ ）従 っ て 中心 多様体 Wc は以下の よう

に仮定で きる．
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る．で は，式 （3）の 中心多様体 を求 め て み よ う，中

心多様体 〃
＝ん（x ）は条件 h（0）＝0， dh（0）！dx ＝

0 よ り以 下 の よう に未知数 p，g，

… を用 い て ♂ 以下

の べ き級数 と して 仮定で きる．

　　y ＝ h（・）＝ pノ ＋ gx3 ＋ … 　 　 　 （7）

p， g… が求 まれ ば中心多様体が決定さt
’Lた こ と に

なる．と こ ろで dh！dt ：＝ dy！dtは以下の よ うに書

き表せ る．

　　釜 一 器 一 （・P・ ＋ ・… ）…J

　　　　 二 　　（2px 十 3gx2）x （px2 十 gx3）　　　　　（8）

こ こで 二 つ 目の 等号の 右辺は，式 （7）か ら dy！dx を

求め ， 式 （3）に よ っ て dx！dt を表す こ と に よ っ て 得

られ る．一方 ， dy！dtは式 （3）に よ っ て 以下の よう

に も書 き表す こ とが で きる．

　　籌一 一
〃欄

・ 一一 ・
2
＋ q・

3
）…

2
（・）

式 （8）と式 （9）は等し くなければな らない の で ，

　　（2px ＋ 39め ・（〆 ＋げ ） ＋ （μ
2
＋ qx3 ）

　　　　　　　　　　　　　　　 一　α x2 ＝ qlO）
上式 で x2 の 係数 を 0 とお くと ，

　 p ＝ α の よ うに

α が求ま る．従 っ て ， 申心多様体 は以下の よ うに求

ま っ た．

y ＝ h ＝α x2 （11）

上式を式 （3）の dx！兪 に関す る式 の y に代 入すれ ば ，

　　釜…
・

　 　 　 （・2）

が得 られ ， こ の 結果 x 方向の 安定判別が 可能に な

り， α ＜ 0 とすれば x 方向に 不動点 x ＝＝ 　 y ＝ 0 は

安定で あ る こ とが わ か る （Fig，2 参照 ）．また詳 し い

説明は省略する が ， 任意に初期条件を与えた揚合解

挙動は急速 に中心多様体上 に落ち込む こ とが知 られ

て お り， この 結果解 は中心多様体上 を時間 とともに

変化す る と考え て 差 し支 えな い ．以 上 ， 中心 多様体

を構成 し て 力学系を解析する こ との 利点をま とめ る

と， 次の よ うに な る，

　（1）非線形項 を考慮 し て 中心多様体を構成すれ ば ，

線形理論で は安定性の判別が不可能 な不動点 に対 し

て安定判別が行なえ る

　（2）力学系 の 解挙動は中心 多様体上 に拘束され る

の で 力学系の 次元を下げる こ と がで きる （上記の例

で は 2 次元か ら 1次元 に次元が落ちた）

4．お わ りに

以上， Perturbation　Methods
，
　Bifurcation　The −

ory 　and 　 Computer 　Algebra の 書評 ならびに本書

の 内容に関連 した事項の解説 を行 な っ た．実 際の 力

学系理論は本書で 扱 われ て い る内容以上 に 非常 に 多

岐に わ た りか つ 数学的で あ る （た とえぱ分岐理論に

限 っ て み て も構造安定性 ， 位相 共役性 ， 開折 ， 余次

元 ， 不完全性な ど）．これ らに関して は集合位相論，

関数解析等の 理解を前提 と し た数学書 を参考 にする

必要が あ る．な お
，

Fig，1 お よび Fig．2 は前記 Guck−

enheimer らの 文献か ら引用 し た．

　 Richard正L　Rand 　and 　Dieter　Armbruster
，
　Per−

turbation 　Method
，
Bifurcation　Theory 　and 　Com ．

lputer
　Algebra（／987），

　Springer　Verlag．
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Fig．1　Center　manifold 　Wc　and 　center

　　　　　　　subspaceE ，
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X

Fig．2　Center　manifold 　and 　qual三ta．tive　behavior
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