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圈
ウ ェ

ー ヴレ ッ ト解析に よるデー タ処理

榊原　進 （い わ き明星大学， 理工 学部）

1　 はじめに

　 自然現象や工業機器で生 じるさまざまな量の 時

間的または空間的変動は
， 時刻 t または空間座

標 x （2 次元で は （x ， y）， 3 次元で は （x ，y ，
z））

の 関数 f として表され る．多くの現象に は始め

と終わ りがあり， したが っ て この 関数は
， その値

がある有限の 区間の外で は O である
， 言い 換え

れば コ ンパ ク トなサ ポートをもつ ．さらに，区間

内で もその値が無限に大きくなる こ とはな い ．こ

の ような関数を
一
般 に信号 と呼ぶ が

， 数学的には

2 乗可積分関数で ある。

　関数 ！の変数を x とし，仮に時間と呼ぶ こ と

にす る （実際は空間座標である こ ともある）．フ
ー

リエ 変換に よっ て
， 2 乗可積分関数 ∫は また周波

数領域で も表現される．これ に対 して元 の f（x）
を時間領域における表現とい う．周波数領域にお

ける表現は信号の周期性を探るの に適 してお り，

周期的な信号はさまざまな応用におい て非常によ

く現れるか ら，
フ
ー

リエ 解析は信号解析の最 も
一

般的な手法とな っ て い る．

　 しか し信号はすべ て周期的であるとは限らない ．

実際の信号は周期的な信号や カオス的な信号が部

分的に入 り交じっ てい る．また， おおむね周期的

で あっ て も， 信号には始めと終わ りがあ っ て その

前後で は 0 であるこ とが多い ．人の 話 し声は そ

の代表で，子音の 冒頭は カオス的で
， それに続 く

音ある い は母音は周期的であり，

一
定の 時間で終

了する．すべ て周波数領域で とらえるフ
ーリエ 変

換は
，

こうした複雑な信号の 表現には適さない ．

　 こ の よ うな例か らわか る ように，信号 は周期

的な部分を時間的な推移のなかで とらえるの が適

切である．信号を時間領域と周波数領域の両面か

ら同時に表現する方法を時間周波数解析 とい う．

ウ ェ
ーヴレ ッ トは フ ーリエ 変換に代わる信号処

理お よび信号解析の手法で ，時間周波数解析を

最 も自然な形で実現する ［1
−7］．本稿で は

，
こ の

ウ ェ
ーヴレ ッ トの基礎を詳し く紹介 し，ひ とつ

の応用例を示す．

2　 信号の基本単位

　2 乗可積分関数の空間を L2（R ）と書く．信号

は一
般にその値が 0 の周 りを行 っ た り来た りす

る L2（R ）関数で
， 部分的には周期的で あるこ と

が多い ． したが っ て
， 信号は時間軸と周波数軸

が張る平面 （信号平面）上に一定の領域を占める

（図 2 参照）．言い 換えれ ば
， 信号は こ の平面上

の小 さな領域を連ねたもの として表現する こ とが

で きる．こ の と き信号の 占め る領域には最小 の単

位がある．

　信号 f（x ）の時問幅 ム
ノ

を次の ように定義する．

・・
一 歯隠岡

・1・（x ）12dx　　　〔1）

こ こ で hi ＝ 盤 副／＠）12dx／11fU2， お よ び

11fi｝
2 ＝ f＿°°

。。
　If（x ）12dxで ある．同様に フ ー リ

エ 変換 f（ω ）の周波数幅 △f も，この式で ！を

ノに，x を ω に置き換えて得られ る．これ らの

量は，不確定性 と呼ばれ る次の不等式を満たす．

　 　 　 　 1
△ f△f≧

蔘 （2）

△ ∫ は幅とい っ て も ／（x）の ほぼ 中心 diの 片側

の幅であるか ら， 信号 f（x）の 時間的広が りは

2△ f となる．同様に，周波数的広が りは 2△fで

あるか ら，
2△∫2△f ≧ 2 が成 り立つ ．言い 換え
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れば，任意の信号は信号平面上の 面積 2 以下の

領域にはなり得ない ．

3　 ウ ェ
ーヴレ ッ ト変換

　実数 R 上の 関数 ノの フ
ー

リエ 変換 f は R

上の関数

f（・ ）一 鳳・棚   （3）

であるが ，
これは eiWX を積分核 とした積分変換

である．逆変換は

f（・）一 去々 （・ ）・e
・b・X

・d・ （4）

で与えられ る．

　ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト変換 （Wthf）（b，
α）も同様で ，

マ ザ ー
関数 と呼ばれ る関数 ψ を トラ ン ス レ ー

ト （平行移動）し，
ス ケ

ー
ル （拡大 ・縮小）した

ψ（（x
−

　b）／α）の複素共 役を積分核 とする積分変

換で ある．

（聯 の 一

齢 ・（
｛E−rLb）f（・）・dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）
ただし，これは トラ ン ス レーシ ョ ン とス ケールの

パ ラメ
ー

タ （b，
α）∈ R2 ，　 a ≠ 0 ， の 2 変数関数

である．逆変換は

　　　・＠） 一 毒1ん（鴨 ノ）（b， α）

　　　　　　　　右・（
m ＿b

　 a ）
dllわ

（・）

で与えられ る．こ こ で
， 右辺が定義で きるために

は次の アドミ ッ シブル条件力蒲 たされなければな

らない ．

　　　　C・・
一 鵡

1
響 ・・ ＜ ・・ （・）

　
一
般 的なア ドミ ッ シブル 条件 （7）の 代わ りに

，

ふ つ う次の 条件式が使われる．

鳳ψω ・x − ・ （8）

こ の 式は ψ（x ）が振動的で あるこ とを意味する

（図 1
，
3

，
4 参照）． ウ ェ

ーヴ レ ッ ト変換 （5）の

積分核におい て ψ の トラン ス レートが意味を持

つ ため には
， ψが局在化 されて い る こ とが望ま

しい ．振動的で 波 （wave ）の よ うで ある こ と
， ま

た局在化されて い て小 さい （let）こ とか らψ は

ウ ェ
ーヴレ ッ ト （wavelet ）と呼ばれる。

　応用に はよく離散化されたフ
ー

リエ 変換が使わ

れ る．周波数 ω ∈ R を整数値 n ∈ Z に限定し

て離散化 される． 逆変換は （4）の代わ りに

　　　　　　 ！（x）＝ Σ （heMx 　 　 （9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ∈Z

で 与えられ ，
これは区間 ［0，

2π ）で定義された関

数 （L2［0 ，
2π）関数）を周期関数 として拡張 した

関数を表す． フ
ー

リエ 変換は （3）の代わ りに

　　　　Cn 一磊  一i
… f（・）・d・ （・・）

で与えられる．逆変換 （9）は ！∈ L2［0，
2π ）の

フ ーリエ 級数とも呼ばれるが
，

これは f の eZ
” x

による展開で ある． ここで 重要なこ とは
， 関数

｛einx ｝n ∈z ，
が L2［0，

2π）の直交基底を成す こ と

で
，

そのため Cn は基底関数 e
鵬 と関数 f の 内

積 （10）によ っ て与えられるので ある．

　ウ ェ
ーヴレ ッ トも同様に離散化され る．ふ つ う

パ ラメ
ー

タ （b，
a ）∈ R2 が ， （b，

α）＝ （2
−eh

，
2一ゴ），

（ゴ，
k）∈ Z2

，
の ように離散化される．ウェ

ーヴレ ッ

ト変換 （Wthf）（2
一
菊

，
2
−3）は dlj）と書か礼 変

換と逆変換を与える式は それぞれ以下 の よ うに

なる．

　f（x） ＝ ΣΣ　dlj）ψ（2勧
一
紛

dl」・ 一 遁 ・（・剛 励
（11）

こ れ以降は実関数を扱うこ ととし， 複素共役 ψ は

単に ψと書 く．この式は ノ∈ L2（R ）の ψ（2劾
一

k）に よる展開式と見るこ とがで きる．しか し
，

マ

ザー
関数 ψがアドミ ッ シブル 条件を満たすとい

うだけで は ｛ψ（2
ゴ
毋
一鳶）｝k∈z が L2（R ）の直交

基底 となる こ とは保証されない ．

　ア ドミ ッ シブル 条件 （7）を満たす関数は明ら

か に無限個存在するか ら，い ろ い ろな ウ ェ
ーヴ
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レ ッ トを考えるこ とがで きる．しか し，直交基底

を作る ウ ェ
ー

ヴレ ッ トはた くさんは知られて い な

い ．直交規定を成す ψ を作る
一
般的な処方がな

い からで ある．
一
般に知られて い る直交ウ ェ

ーヴ

レ ッ トは多重解像度解析とい う性質を利用 して 構

成される．次の節で は，最も簡単なマ ザ ー
関数で

ある Haar の基底を使 っ て多重解像度解析を説

明する，

4　多重解像度解析

　Haar の ス ケーリン グ関数は次の ように定義さ

れる （図 1 参照）．

卿 ）一 ｛1： 蟻羸
1

’

（12）

関数 ！∈ L2（R ）を次の ような階段関数 fj， ゴ∈

Z
，

で近似する こ とがで きる．

乃（x）＝ Σ⊃c穿
）
φ丑 （2

ゴx − k）
　 　 　 た∈Z

ここで係数 c！j）を

（13）

・！jL 　2
ゴ

鳳φ・（…
一・）f（勾・・ （14）

とすれば
， f」 は解像度 2ゴ

，
または レベ ル ゴにお

ける f の 近似 となる。

　 　 Scallng 　Function

図 1．Haar の関数

　レベ ル 」におい て ｛φH （2ex − k）｝k∈z ，
の張る

空間を Vj とす る．定義 （12）から明らかに
， 異

なる k をもつ φH （2jx
− k）は直交する．つ まり

｛φH （2ゴ毋
一 k）｝は Vj の直交基底を成 し， 上の

（13）は fj∈ V」
の 直交基底に よる展開で ある．

　レベ ル ゴの 関lft　fj（x ）が与えられた とき，
こ

れか ら 1 つ 下の レベ ル ゴ
ー 1 の 関tw　fj＿1（x）を

求めるの は簡単で ある．方（x ）の階段を 2 段ず

つ 組に して平均値をとれば，段数が半分にな っ た

fj−1（x ）が得 られる．

　　　　　・尸 一 1（c鼠〜＋ cS
」

」〜＋ 正） （15）

解像度が半分に な っ て失われた部分を gゴー1 ＝

乃
一fj＿i とし，

乃ω ＝
ん＿1（  十 9丿一1（勾

と書い て お く． い ま，

d？
−1）

一 ｝（・1｛
）
　一 ・鉱、）

（16）

（17）

と置 き，
Haar の ウ ェ

ーヴレ ッ トを次の よ うに定

義する （図 1 参照）．

ψH （x ）＝ iPff（2x）一φH （2x − 1）

す ると， gゴ（x）は次の ように表される．

　　　　9ゴ＠）＝ Σ　dlj）ψH （2
」x − k）

　 　 　 　 　 　 　 k∈Z

（18）

（19）

　｛ψH （2劾
一 k）｝k∈z ，

の 張る空間を 略 とす

る．定義 （12）， （18）から明 らかに，異なる icを

もつ ψ鼠2肋 一 k）は互 い に直交する．つ ま り

｛ψH （2劾 一 k）｝は Wj・の直交基底を成す，

　式 （16）は

Vj ＝ 巧＿1   鴨L1 （20）

で あるこ とを意味する．こ れを 巧＿1 ⊂ Vj と見

て ，
こ の 関係を再帰的に構成すれ ば

⊂ 巧＿1 ⊂ Vj ⊂ Vj＋1 ⊂ ・ （21）

を得る．この階層構造をスケーリング関数 φH に

よ っ て生成される多重解像度解析とい う．

　また （20）を右辺 に再帰的に代入 し，ゴ→ DO

の とき 乃（x）→ f（x）∈ L2（R ）で ある こ とに注

意すれば
，

L2 （R ）＝ ．．  ｝Vj＿1   VVj（D　VVj＋ 1   ．　（22）

となる．これは （11）が f の 直交基底による展

開である こ とを意味する．
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　ψ（x ）の 時間幅を △ψ
とし，ψ（x ）の周波数幅

を △
ψ

とす る．ψ（2
ゴz ）の幅は 2

一
ゴム

ψ
で

， ψの

周波数幅は 2ゴム
ψ

となる． したが っ て，ψ が信

号平面上に占める面積はレベ ル ゴによ らず一定

で ある．2△ψ2△φ
rv　2 となるような ψ をうま

く選べ ば，展開式 （11）は信号 f を最 も最小 の

単位で表現した もの となる （図 2 参照）．こ うし

て ウ ェ
ーヴ レ ッ ト展開は自然な形で時間周波数解

析を実現するの で ある．

　 　 　 Frequency

Time

図 2．信号平面上の ウェ
ーヴレ ッ トの表現

5　 トゥ
ー ・スケ

ー
ル 闘 系

　
一
般に， トゥ

ー ・ス ケ
ー

ル関係 とい われる関

係式

　　　　　φ（勾 ＝ Σ P・ φ（2・ − k）　 （23）
　 　 　 　 　 　 　 　 k∈Z

を満たす関数 φ をス ケーリング関数とい う．数

列 ｛Pk｝が有限であれば φのサポートはコ ンパ ク

トで ある．この 関係式 （23）は Vo ⊂ Vl を表す．

ス ケーリング関数によ っ て ウ ェ
ーヴレ ッ トψ は

ψ（x ）＝ Σ 卿 （2x − k）
　 　 　 k∈Z

（24）

と定義される （（18）は一一
例）。これは Wo ⊂ Vl

を表す。Vo と 晩 が互い に直交であれ ば Vl ＝

Vo　O 　Wo となる．上の式で x を 2劾 に置き換え

れば L
般 の場合 （20）となる．こ うして ，

ス ケー

リン グ関数 φ に よる多重解像度解析 （21）が生

成され る．異なる k をもつ il（m − k）が互い に

直交すれば
， ｛φ（2劾

一 k）｝は Vj の 直交基底 ，

｛ψ（2毎
一
紛｝は 恥 の 直交基底を成し， （11）は

f の直交基底に よる展開となる．

　多重解像度解析を基礎 とする ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト

構成法で は，まず （23）を満たすス ケーリング関

数を見出し，これからウ ェ
ーヴレ ッ トを作る．最

も簡単なもの は Haar の ス ケー
リン グ 関数 （12）

で
，

これは次の トゥ
ー ・ス ケ

ー
ル関係を満たす．

φH （x）＝ φH （2x）＋ φE （2x − 1）

しか しこれは不連続な関数で扱 い 難 く， 連続な関

数で ウ ェ
ーヴ レ ッ トを構成するこ とが望ま しい ．

実際 ，
1988 年に Daubechies に よっ て連続な直

交ウ ェ
ーヴレ ッ トが作られてか ら， ウェ

ーヴレ ッ

トは急速な発展を見る ［8］．

6　 直交ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト

　Daubechiesの 直交ウェ
ーヴレ ッ トの構成法で

は
， まず （23）， （24）における数列 ｛Pk｝と ｛g緑

を決定する．L2（R ）における関数 ／と g の 内

積を

　　　　〈／1・〉一 ズンω ・（・）dx

とする．これが 0 であれば ／ と g は互 い に直

交である．φ と ψ に以下の正規直交条件を課す．

〈φ（・）1ψ（・− m ）〉　＝ 　0，　m ∈ Z
，

〈φ（・）1φ（・− m ）〉　＝　δ
，几，o　　　　　　（25）

こ れらに （23）， （24）を代入する こ とによ り， 直

交条件を ｛p爵 と ｛qk｝につ い て書き換えるこ と

がで きる．

　　　 ΣPhqk＋・．
＝ 0，　 m ∈ Z

，

　 　 　 　 k

　　　Σ　P・P ・＋・m
− 0

，
m ≠ O

　 　 　 　 k

また （23）， （24）を積分するこ とによ り

　　　　　Σ P・
＝ 2

， Σ　qk − o
　 　 　 　 　 k　　　　　　　　　 k

を得る．ふ つ う（26）の 1 つ の解

　　　　　　 qk ＝ （
− 1）

kPl
− h

測吏われ る．

（26）

（27）

（28）

（29）

　Daubechies はさらに初めの N − 1 次までの

モ ーメン トが 0 になるとい う条件

鷹蜘 ）・・ 一・
，

Z＝ 0
，
1

，
．．．

，
N − 1

，

　　　　　　　 （30）
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を課せ ば，2／V 個の 0 でな い Pk が決まるこ と

を示した． こ の 条件は 9k に つ い て

Σ　kiqk＝ 0
，
　 t ＝ 0

，
1

，
＿

，
1V − 1

， （31）
k

となる．

　N ＝ 1 の 場合の 解は Pe ＝ p1 ＝ 1 で
，

これ

は Haarの 関数を与える．　 N ＝ 2 の場合の解は

1：｝−

1

≒勉 ｝一 ￥
’ vg

， （32）

1　25

°

。r：
0　 25

−0　 2s

図 3．Daubechiesの関数

7　 分解 ・再構成ア ル ゴリズム

関数 乃 ∈ Vj が （13）の よ うに与えられ た と

き，これを （16）の ように分解す るこ とがで きる．

である．N ＝ 3 の場合もこ こに示 した方法で

｛Pk｝を求め る こ とがで きるが，大きい N につ

い て は解 くべ き代数方程式の次数が増え，厳密解

は得られない ．
一
般 には ｛Pk｝は トゥ

ー ・スケ
ー

ル関係の フ
ー

リエ 変換を使う別の 方法で 求め られ

るが ， 詳 し くは文献 鴎2
，
7］を参照されたい ．

　直交規格化の条件 （25）は IliP112　＝ 　1 を意味す

るが ，
これか ら ∫φ（x ）　dx ＝ 1 で あるこ とが導

かれる．さらに これは Ση φ（n ）＝ ・　1 と同等で あ

るこ とを示すこ とがで きる．
一
方 ， （23）にお い

て x ＝ n ∈ Z と置 くと， il（n），
nEZ

，
につ い

て の 固有方程式となる．これ らを解けば歴数点に

おける il（n ）の値が決まる．（23）， （24）にお い て

x ＝ n ／2 と置けば
， 右辺は整数点の φの値だけ

で決まるか ら， φ（n／2）， iP（n ／2）が決まる ．こ れ

を繰 り返せば φ（2
一ゴx ）， ψ（2

一
ゴx）の 値が求め ら

れる．連続性の 証明は別に与える必要があるが，

とりあえずこ うして ス ケーリング関数とウ ェ
ー

ヴ

レ ッ トが求め られ る。

　図 3 に Daubechies の 関数の例を示す．上

が N ＝ 2，下が 1V ＝ 5 の 場合で あるが，1V

が大 きい ほ ど滑 らかに な り， サ ポー トは大 きく

なる．supp φ ＝ ［O，
2N − 1］お よび supp ψ ＝

［1
− N

，
／V｝で ある．また φ∈ 0 μ （N ）で ， 大きい

1Vにつ い て は μ（N ）nvO ，20751V となる こ とが

示される．

それ には C》）か ら C暫
11

と 改
一1

よい ．

　巧 ＝ Vo　O 　Wo で あるから

を求めれ ば

　　2φ（2x
− t）

　　＝ Σ［92k．tdi（X
− k）＋ 92ic，lil（X

− k）］，

　 　 　 k∈Z

l∈ Z ，
と書ける．｛9k｝， ｛hk｝は ｛Pk｝か ら求

め られる数列で ， 0 で ない要素の個数はそれぞれ

2N である．この関係式を上の式 （13）に適用 し
，

その 結果を fj＿1 ＋ gゴ
ー1 と見るこ とに よ っ て

　　　　・1’Ll ） − 1琴伽 ・1ゴ1・

　　　　d£
’
‘’1
　

一

　1　＞P　h21e−t・1ゴ1 （33）

を得る （（15）， （17）は一
例 ）．これは分解ア ル ゴ

リズムであるが ， 数列の離散的な畳み込みで
，

一

方の要素の個数はわずか 2N 個であるか ら，高

速で 実行で きる．

　また
， （16）の右辺から左辺を再構成する ア ル ゴ

リズム も求め られる．それには右辺を （13）， （19）
の ように書 い てお き，

これに （23）， （24）を代

入する．こ うして

　 ・gL Σ レ、一，、c尸
）
＋ qk．，、dl3

− 1）
］ （34）

　 　 　 　 　 1

を得る．これ も離散的な畳込み で
， 高速に実行で

きる アル ゴ リズム である．
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8　 ス プラ イン ・ウ ェ
ーヴレ ッ ト

　m 階の カ
ー

デ ィナル B ス プラ イン Nm は
，

m 　＝：1 の とき ノV1； φE と して

N
・ （x ）一 鳳脇 一・回 N1ω ・・i （35）

m ∈ Z
，

に よ っ て定義 される．これはサポート

［0 ，
m ］を持ち ，　 m − 1 次の 多項式を πじ個 ， 整

数点で滑らかに つ ない だもの で Nm ∈ CM
−2

で

ある．Nm は 0 でない Pk を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9

：：：

：
』1
：．1

S⊂aling 　Functlon

0一
0一

P覧 詣（T），
・≦ k ≦ m

として トゥ
ー ・ス ケ

ー
ル関係 （23）を満た し，し

たが っ て これをス ケーリング関数と見なすこ とが

で きる． しか し異なる整tw　h をもつ IVm（x − k）
は互 い に直交 しない 。Chui と Wang は IVm に

直交するウ ェ
ーヴレ ッ ト ψm を構成した ［91．数

列 ｛qk｝の 0 で ない 要素は qk，
0 ≦ k ≦ 3m − 2

で，

軒 鴇鴇の   （・＋ ・− t）

の ように な り， ψ鵬
は （24）か ら得られ る．Nm

と ψm は直交 関係 （25）を満たさない ために，内

積によ っ て ！の ψ飢
に よる展開係数を求め る こ

とがで きない ．このため一
般 には扱い に くい と考

えられて い るが，む しろ利点 も多い ．ス プラ イン

はもともと離散デ
ー

タの補間関数として よ く使わ

れてお り
， 実際 デ

ー
タ列 ｛θ轟 ∈Z か ら ｛clO

｝
｝

を求める高速の補間ア ル ゴリズム を簡単に得る こ

とができる．これを使えば内積の計算は不要であ

る．また
， 直交ウ ェ

ーヴレ ッ トと違 っ て
， 任意

の x の値に つ い て簡単に Nm や ψ．
の値を求め

るこ とが で きる．まだ広 く応用 されて い ない が
，

ス プラ イン ・ウ ェ
ーヴレ ッ トは有望で ある ［10］．

　図 4 に B ス プライン とそれに対応するウ ェ
ー

ヴレ ッ トを ， m ＝ 2 と m ＝ 4 に つ い て示す．

図 4．スプライン ・ウ ェ
ーヴレ ッ ト．

フ ィ ル タバ ンク

　ウェ
ーヴレ ッ トは信号の時間周波数解析を可能

にする．つ まり， 信号平面上 の最小単位の範囲で
，

時間と周波数を同時に特定する こ とがで きる． し

か も， 多重解像度解析 とい う性質は
， 信号 をい っ

ぺ んに成分 に分解せず ， 解像度を 1 レベ ルずつ

下げて分解するこ とを可能にす る．こ うした特徴

を生かすこ とに よ っ て
，

ウ ェ
ー

ヴレ ッ トは効果

的な応用が で きる．

　応用の 方法は ， ウ ェ
ーヴレ ッ ト解析をデ ィジ

タル ・フ ィ ル タ として扱うか ， 関数の 近似として

扱 うかの 2 つ に大別され る．

　第 1 の 方法で は
， データ列 ｛θk｝， k ∈ Z

， を

（13）における係数 ｛clo
）
｝と見なす．これ に分解

ア ル ゴ リズム （33）を適用して得 られた ｛c『）
｝

と ｛d！
− 1＞

｝はそれぞれ元のデ
ー

タの低周波成分と

高周波成分で ある．つ まり｛9k｝と ｛幅 ｝は ロ ー

パ ス ・フ ィ ル タ （LPF ）とバ イパ ス ・
フ ィ ル タ

（HPF ）として働く．これ を見るため に ｛9k｝か

ら多項式

　　　　　　G （・）− 1￥・♂

を定義 す る　（G （z
− 1
） は　z 変換 とい われ

る）．ll（z），
．P （z），

　C？（z）も同様に定義 され る．

IG（emiw ）｝と IH（e
−iw

）1を 0 ≦ ω ≦ π の 範囲で

プ ロ ッ トすれば LPF と HPF の周波数特性が

得られる．図 5 に Daubechies の 関数の 1＞ ＝ 2

（左）と N ＝ 5 （右）につ い て これを示す．ノV が

大きい ほ ど遮断特性が よい ．

一 12 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本 AEM 学会誌　Volume 　3　 Number 　1 MARCH 　 1995

訂L 医　　　　　　 0　5　P：　　　　　　P二　　　　　　　　　　　　　　　　〇　5　Pl　　　　　　Pt

図 5．Daubechies 関数に よるフ ィ ル タの周波数牙射生．

cv ｝
H 　 ↓2 　 dij

“
］）
　 登2 　 Q

G ↓2cV
−1，

↑2　 P

図 6．QMF ．

cv
）

　分解アル ゴ リズム （33）は LPF 　G （z）と HPF

H （z）を組み合わせ た フ ィル タバ ン クの動作に対

応 してお り， それぞれデ
ー

タと ｛9k｝または ｛hh｝
の離散的な畳み込み を行 っ た後，2：1 の ダウ ンサ

ンプリ ン グ を行 う．図 6 の左側はこれ を図式的

に表 したもので あ る．再構成ア ル ゴ リズム （34）
は

，
デ

ー
タ ｛c！

rrl
）
｝と ｛d！

−1）
｝を 1：2 にア ッ プ

サンプ リン グ して
，

これ を同様なフ ィ ル タバ ン ク

を通して合成信号を得る．図 6 の右側は これ を図

式的に表す．こ の ような分解
・
再構成慮行うフ ィ

ル タバ ンク をク ァ ドレチ ャ
ー

ミラ
ー ・フ ィ ル タ

（QMF ）とい う．上 に定義 した G （z）などは式

　　P （x）G （2 ）十 Q（z）H （z） ＝ 　1

P （x）G ←z）＋ Q（z）H （− z） ＝ 　0

を満たすが，こ れは分解 ・再構成されて信号が元

に戻るこ とを保証する。
’
言い 換えれば，ウェ

ーヴ

レ ッ ト解析は，時間周波数解析を実現しかつ 完全

再構成可能な QMF を実現するの である．

　音声信号や画像の圧縮に使われ る方法として最

近注目されて い る方法にサブバ ン ド符号化がある．

これに は QMF の低周波側の 出力にまた QMF
をカス ケード接続 して

， 図 7 の ような構成のフ ィ

ル タバ ン クを使 う．この フ ィル タバ ン クの 動作

は，関tw　f」 を （16）の ように分解 し
，

これ を再

帰的に繰り返すことに対応する．こ うして ウ ェ
ー

ヴレ ッ トは音声信号や画像圧縮に直接的な関わ り

をもつ ［111．信号処理の基礎につ い ては文献 ［12］

を参照され たい ．

｝2

　 　 卩

｝2　　　　　　　　　　 1z

　 　 卩

　 　 　 　 　 卩

　 　 　 　 　 1：

　 　 h
れ　 o　　　　　　　　 lz

　 　 髦：

lz　 P

図 7．サブバ ンド分解のフ ィ ル タバ ンク．

　大きい N の Daubechiesの 関数で は
， 対応す

るフ ィ ル タ H （z）の低域遮断特性がよ く， デ
ー

タの不連続性に鋭敏 に反応す る．一
見滑 らか に

見えるデ ータ列に潜む不連続を検出した例 を図 8

に示す．図の左側のデ
ー

タ列 ｛clo
）
｝は m ＝ 4

の B ス プラ イン N4 ∈ 03 をサ ンプル した もの

で ，元の 関数の 3 次の 導関数に現れる不連続点

が ウ ェ
ー

ヴレ ッ トに よ っ て検出された．

　不連続 点の検出にはデ
ー

タの 高周波成分だけを

取 り出して
， その位置を検出すればよ く，それに

は必ず しも多重解像度解析は必要ない ． したが っ

て
， 遮断特性の よい HPF を構成で きる ウ ェ

ー

ヴレ ッ ト ψ を任意に選ぶ ことがで き， 対応する

ス ケーリング関数はな くて もよい ．こ の 手法は部

材の内部に潜む亀裂の検出などに応用されて い る

［13，14］．

：
’
：

：
’
ll
：1

1：1：

：1：1：
−3．10

　 50 　　　　 100 　　　 150 　　　 200 　　　 250

図 8．ウェ
ーヴレ ッ トによる不連続の検出．

10　 関数の補間と近似

　もう　1 つ の 方法で は ， デ
ー タ列 ｛θk｝を

fo（k）＝ θ鳶
の よ うに補間する近似関数 fo（x ）を

（13）の形で決める．ス プ ラ イン ・ウ ェ
ーヴ レ ッ

トで は，｛θ爵 から係数 ｛clo
）
｝を効率の よい アル

ゴ リズム で 求めるこ とがで きる ［10］．これ に分

解 ・再構成の アル ゴ リズ ム （33），（34）を適用 し，

係数 ｛d！
− i＞

｝か ら得られる g−1（x ）が元の 信号

の振動成分を表し
， ｛c！

T1＞
｝か ら得られる f− 1（X ）

力平 滑化された信号を表す．こ の方法では信号は

連続関数として扱われる．したが っ て平滑化され

た信号 f’．1＠）の 導関数を求めるなどの 応用がで

きる．

　簡単な応用例 として
， 図 9 に示す ような周期
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性の ない デ
ータ列からノ イズを取 り除 くことを考

える．離散フ
ー

リエ 変換 （左下 ）ではデ
ー

タ とノ

イズの区別は付きに くい ．実際，
フ ーリエ 変換の

ある閾値よ り小 さい値を切 り捨て て
， 逆変換 して

デ
ータを再構成する と図の 右上の ようになる．

一

方 ， 分解ア ル ゴ リズム （33）に よ っ て得 られた

g＿1 と g−2 を切 り捨て て f−2＠）をプロ ッ トし

たのが図の右下である．
一
般 に，

ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト

による方法では ピークの 高さは保たれ ， 高調波成

分のデ
ー

タのない 領域へ の滲み だ しは少ない ．

Noisy　Data

NoiSy　Fovdiler

ω
一

Deneised　Dflta

Wavclet

t

図 9．周期的でないデー
タ列におけ る ノ イス除去．

11　 応用例

　振動系を加振して，系に働 く乾性摩擦力の 性質

を調べ る実験にお い て
，

ノイズの 除去に ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト解析 を用 い た例を示す ［15
−18］．変位

x と摩擦力 ノ を
一
定の 時間間隔 △ t ＝ 0．005

秒で測定 した
， それぞれ 6320 個の離散データ

Xk
，
　fkが得られた．乾性摩擦力 f は速度 v の

fr − F 　sign 　v なる関数としてモ デル化 され る

が ， 実際には もっ と複雑な関数と考えられる．実

験で は
， 変位か ら速度 v を求め

，
これと摩擦力

f の関係を調べ るのが 目的であるが，ここでは速

度 v と摩擦力 f のデ
ータか らノ イズを取 り除 く

こ とに焦点を当てる。

　まず ， 変位 XiC をデータ列 clo
） として分解ア

ル ゴ リズム （33）を適用する ．d！
− 1）

の値の分布

はほぼ
一
様で

，
これはすべ て ノ イズ と考えられた．

そこで
， 次にマ ザ

ー
関数を m ＝ 4 の B ス プラ

イン として ， XiC の補間関tw　fo（x ）を作り，
これ

を fo（X ）＝ f−2＠）＋ g＿1（X ）＋ g＿2（X ）に分解す

る．上の 観察から g をノ イズ と見な し，f−2＠）
を平滑化された信号 と見なす．図 10 に補間関数

（上）と平滑化された信号 （下）の
一
部 を示す．ノ

イズが とれて
， 滑らかな曲線が得られ て い る．

　次に速度 v を求める．変位 Xk か ら次の よう

に して速度 Vk を求める こ とがで きる．

42024

　
42024

　

　

　

幽
■
　

　

　

■
冒

Xk
十 1

− Xk − 1
”
南

＝

　　　　 2△t

900 95 0

90 95 0

300200100

　 0

−100
−200300200100

図 10．変位に おける ノ イ ス除去

（36）

一100
−2DO300200100

　 0

−100

0 950　　　　　　 1　 0

QQ 950　　　　　 1　 σ

図 11．速度における ノイス除 去

　これは 図 ll （上）に示すようにノイズの影響を

強 く受けて い る．これを通常の バ ター
ワ
ース ．デ ィ

ジ タル フ ィ ル タで処理した もの を図 11 （中）に示

す．ノ イズ除去の効果はそう大きくない ．ウェ
ー

ヴレ ッ トを使 う方法で は
， 図 10 の ように変位が

十分滑 らかな関数 f−2（x）として得られて い る ．

したが っ て，これを微分して速度を求めるこ とが

で きる．特にこの場合 ， B ス プラ イン の 微分公式

鑑 （t）盟 砺 ＿1（t）　
一

　Nm −1（t
− 1）
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を使 っ て簡単に求めるこ とがで きる．こ うして 得

られた結果を図 11 （下）に示す．

　
一
方 ， 摩擦力 ／につ い て は

， 信号その ものが

方形波に似て い るため，その エ ッ ジに相当する真

の信号の
一
部は残さなけれ ばならない ．ウ ェ

ーヴ

レ ッ ト縮小法 ［19］を用い て処理 した結果を図 12

（下 ）に示す．図 12 （上）の元の信号と較べ ると，

細かい ノ イズは取れて い るもの の
， 角は丸 くな っ

て い る．

　ジャ ンプのある関数をフ
ー

リエ 級数に展開して

有限項で打ち切る と， 近似関数はジ ャ ンプの近傍

でオーバ ー
シ ュ

ートをもつ こ とは Gibbsの現象

として知 られて い るが ， ウ ェ
ーヴレ ッ ト展開に

おい て も同様の こ とが起こ る．つ ま り，
ジ ャ ンプ

の近傍で は高周波の ウ ェ
ー

ヴレ ッ ト成分は ノイズ

と区別で きない ． したが っ て
，

ジ ャ ン プの ある

データか らノ イズを分離するには特別な工夫が必

要 とされ る ［20］．
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図 12．摩擦力におけるノ イ ス除去

12　結論

　 ウ ェ
ーヴ レ ッ ト解析 は時間周波数解析 を実

現する画期的な信号処理手法で
，

デ
ー

タ処理に

極め て 有効に利用で きる．ウ ェ
ーヴ レ ッ トは

Daubechies の関数や B ス プライン を基に した

もの の ほか，様々 な種類の 関数を使 っ て構成す

る こ とが で きる．多重鮒 象度解析な どの
一
般 的な

構造は共通であるが ， その性質は細かい 点でそれ

ぞれ異な っ て い る。応用の際 ， 目的に合わせて

関数を正 しく選択することが重要であろう． とく

に ， 関数の 補間
・
近似 とい う立場か らの B ス プ

ラ イン ・ウ ェ
ーヴレ ッ トは，その利点を有効 に

活用で きる多くの応用がある と期待される．い ろ

い うな場面に様々 なマ ザー
関数を使 っ て ウ ェ

ー

ヴレ ッ ト解析を行い
， 多 くの経験 を積み重ねて

，

それぞれの特徴を把握する ことが今後の課題であ

ろ う．
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