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　　The 　application 　of　MHD （Magnetohydrodynamics ）devices　have　been　rapidly 　developed　in
recent 　years ．　Thermo −electrically 　conducting 　Huid　has　been　increasingly　used 　in　the　manufactur −

ing　process　of　semiconducting 　material 　such 　as　silicon 　crysta1 ．　 In　the　present　paper，
we 　propose

anew 　GSMAC （Generalized　Simpli丘ed 　Marker　and 　Cell）finite　element 　method 　coupling 　with φ
method ．　The　present 　scheme 　e缶 ciently 　satisfies 　both　conservation 　of 　mass 　and 　electrical 　current ．

In　order 　to　verify 　the　present　scheme ，
　we 　discuss　the　natural 　convection 　of　thermo．electrically

conducting 　fiuid　in　a　cubic 　cavity 　under 　a 　constant 　magnetic 且eld ．　 The 　numerical 　results 　ob −

tained 　here　agreed 　wen 　with 　the　past　experimental 　and 　numerical 　results ．
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，
　Natural　Convection

，
　GSMASC −FEM

，

　　　　　　φMethod
，
　Three．　Dimensional　Analysis

1　 緒言

　電磁熱流体 に関する研究は
，
1937 年 ，

Hartmann

の水銀力学に始まり，以来電磁流体力学 （Magnetohy −

drodynamics ；MHD ）として発展してきた．現在で は

MHD 発電 ［1］，
プ ラズ マ 缶i脚 ，溶融金属の移送お よ

び匍牌 などに応用される．特に，最近の高温超伝導物

質に関する研究成果か らそ の工 学応用範囲は飛躍的に

拡大されて お り，今後は，これ らの MHD 機器の 精

密化及び効率向上 の た め電磁熱流体の諸現象を正確に

予測で きる手法の確立が要求される．

　しか し現在 ， 理論解析 ・実験ともに問題があり電

磁熱流体 の 流動現象を予測する ため には
， 数値解析に

頼らざるを得ない ．また，最近の 大型計算機の 能力向

上に より数値解析に よ る予測は実用レベ ル に達 しつ つ

ある．

　磁場の正確な解析手法 として主 に A 法 図 と B 法

圖 がある．しか し，
シ リコ ン ・水銀に代表され る低

磁気 Reynolds 数の モ デ ル で は拡散条件を満足する

時間刻み幅が小 さ くなるため，大規模計算には不向

きで ある．工 学上
， 作動流体が低磁気 Reynolds 数

〔Rem ＝ 1 〜 10−3
）で ある場合が多く， 解析環境の

向上が必要である．

　その ため本硫究では低磁気 Reynolds 数モ デ ル に適

用で きる φ法を有限要素法に拡張する．そして有限要

素法として GSMAC 法を採用する．磁気 Reynolds

数が小さい 場合，流れ場 と電磁場の 相互作用に より起

こる誘起磁場は無視で きる．φ法で は誘起磁場を無視す

る仮定に よ り，磁場の方程式系を簡単化してい る．解

析モ デ ル と して は
， 立方体 Cavity内の電磁熱流体の

自然対流を用い る．解析結果の比較 ・検討には尾添 ・

岡田の φ法 （差分法）に よ る数埴解析結果 ［4］お よび実

験結果 ［6］を用い る．

o

α

C

BOEE

ムβ

Gr

主な記号

　 印加磁場

． 要素係数行列 （勾配行列）

．　Eckert数 （＝ひ多／Cp△ T ）

　 対流行列

　Grashof数 （＝βり △TgL ＞
3
／v2 ）

一31 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本 AEM 学会誌　 Volume 　3　 Number 　2JUNE 　 1995

　　　　H 　： Bernoulli関数 （＝ P 十 v2 ／2）

　　　 H ＊

： Bernoulli関数の 修正量

　　　H ・ ・ H ・・t… n 数 （一再万 B
。
Lr）

　　　　 ゴ　： 電流密度ベ ク トル

　　　　LT ： 代表長さ

　　　ルr
αβ　： 要素係数行列 （質量行列）

　　　iEi　iE　： 要素係数行列 （質量集中行列）

　　　 Nu 　： 伝熱壁の壁面平均 Nusselt数

　 ハra
，
N β　：　酬 犬関数

　　　 Pr　：　Prandtl数 （＝ μ／α ）

　　　 Ra　： Rayleigh数 （＝ Pr ・Re ）

　　　 Re　： Reynolds数 （＝ Ur　Lr／の
　　 ’
s

。 ，
s

。 ，
sz ・ 境界項

　　　　Ur ： 代表流速

　　　　 v 　 ： 流速ベ ク トル

　　　　 ij ： 流速ベ クトル の 予測子

　　　　ve 　： ε 番 目の 要素の 体積

　　　Wh
β　： 要素係数行列 （拡散行列）

　　　 φE 　： 修正速度ポ テ ン シ ャ ル

　　　　φE　： 電位ポテ ン シ ャ ル

　　　　 Ω　： 境界領域

　　　　 w 　： 渦度ベ クトル

　　　　 x 　： 修正電位ポテ ン シ ャ ル

瀞

　　　　 n 　： 時間 ス テ ッ プ数

　　　　 e ： 要素番号

　　　 α
， β　： 要素内節点番号

2　 数値解析手法

2．1　 支配方程式系

　電磁熱流体の支配方程式は，速度場， 電磁場およ び

温度場を支配する方程式からなる．速度場の 支配方程

式は
， 連続の式と Navier−Stokes方程式 ， 電磁場の

支配方程式は，Oh 皿 の法則と電荷不在の法則で ある．

そ して，1跛 場の 支配方程式は，Joule発熱項が付加

した Energy方程式で ある．以下 に，支配方程式系を

示す．

▽ ・v ＝ 0

∂v
　 ．▽ H ＋ 。 。 ω ＋

1
▽

・
v

∂t　　　　　　　　　　　　 　 Re
　　　　 H α

2
　　　　　 Gr

　　＋　　
一
正

ゴ× Bo ＋ 7蘿 Te
〃

▽
2
φ ＝ ▽ ・（vxBo ）

ゴ； 一▽φ＋ （v × B 。 ）

▽ ・」 ＝ 0

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

咢一 一 ・・）・ ＋ 叢… ＋

H

嘉
c
ゴ

・

（・）

　 こ こで ，上記の電磁熱流体の支配方程式は，以下の

仮定を設け簡単に して い る．

（1）電磁熱流体は，Newton 流体と仮定し
，
流 れは非

　 圧縮 ・層流とする．

（2）浮力項の密度以外の 物性値温度依存性を無視する

　 （Boussinesq近似）．

（3）浮力及び Lorentz力以外の外力の影響を無視する．

（4）印加磁場は
一
定とする （誘起磁場を無視）．

（5＞変位電流は無視する．

（6）電磁熱流体は電気的に中性で
， 無極性で ある．

（7）糟性散逸に よる発熱を無視する．

また，Navier−Stokes方程式 （2）は
，

以下の ベ クトル

解析の公式を用 い て回転系表示で示されて い る．

（v ・・）・ 一 ・ v ・ （・ × v ）
一▽ （咢）

　　　　　一 …
一▽ （

V22

）　 （・）
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2．2　 数値解析手法

　式 （1）〜（6）に対して
，
Galerkin法を用い て空間の

離散化を行う．こ こ で，v ，ゴおよび T に関 して 六面

体双一
次要素による補間，その他の変数につ い て は要

素内
一

定の補間を適用する．さらに，式 （2）を速度に

つ い て 陽的に，Bernoulli関数に つ い て陰的に時間前

進 させ る．無次元数に関 して Re 　・・　Gr とした．

・ 速度場

ω 窒「 ≒c
・

× 岨　　　　　　 （8）

餅 噺 毒［・麗 嘱 ・vz ・ w ：

　　　　 H α
2

　　＋
でア

M 祕 xB ・

　　　　歩（嘱 ，
一
煽 祠 一・一

φ聾，

＝一λc α

・晦
k

略
＋ 1 一吻

た
＋轟φ鑑

硝
＋1

　・ ・　Hb ＋ φ多，／△t

（9）

（10）

（11）

（12）

要素解析では，連続の 式と電荷不在の法則を満足させ

る Poisson方程式に多くの計算時間を要する．本論文

では，Poisson方程式の高速解法として，加藤 ・棚僑

［7］に よ っ て提案された速度と Bernoulli関数を同時

に緩和させなが ら解く方法を適用 して い る．式 （8）か

ら （18）の 各要素係数行列と境界積分項は，それぞれ

次式で言i算 される．

M
α β　＝

M
α 　＝

監 β　＝

σ α

E
α β

s α 　＝

s＆ 一

s乙 ＝

倉 w

んw

fVe▽Na 　’▽N6dve

fVe・w

無 ・w

為（
　　　　　　 1 ∂v

場 π
一

葹 厩 ）d・
e

塩恥 齶

　 4

倉 響・Ω巷
　 6

（19）

（20）

（21）

（22）

（23）

（24）

（25）

（26）

ただ し，M
αβ

は対角化された質量集中行列とする．

・電磁場

命 一 一λc
・ 趣

＋ ’
× B

・）

」；・
一

毒（Ca − ・の砺 ・ vz
＋ 1

× B
・

x卜 一λo 。

・錨

ゴ参
＋ 1

一 錨 ＋ 轟・1

φ暫
1 ＝φ髫＋ xぎ

（13）

（14）

（15）

（16）

（17）

・温度場

　　咢甥 ・ 毒［
一
（畔 珠 軅

瀞 隅
一・の・ 響 吻 州 ・18・

　た だ し， 下添字α ，βは要素内局所接点を表し，本

論文で は，1 から 8の値をとる．また，下添字 e は要

素
一
定を意味する．一般 に，非圧縮ttnt熱流体の 有限

2．3　 解法の ア ル ゴ リズム

時間前進の ア ル ゴ リズ ム は以下 の 通りである．

Stepl 　n 時刻の v ，ω ， ゴ，　 B 。 ，　 H か ら， 予測子 fi

　　 を式 （9）より求める。

Step2 式 （10）から， 修正速度ポ テ ン シ ャ ルφ多を

　　直接法で求める．

Step3 φ笠を式 （12）に代入 し修正量 H ＊ を求め，さ

　　 らに H ＊

と予測子fiか ら n ＋ 1 時刻の速Pxvn＋ 1

　　を式 （11）より求める．

Step4 式 （13）か ら，電位ポテ ン シ ャ ル の予測子φε

　　 を直接法で求める．

Step5 φE を式 （14）に代入し，電流密度の予測子」

　　 を求め る．

Step6 式 （15）から，修正電位ポ テ ン シ ャ ル譱を直

　　 接法で 求め る．
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Step7 諺を式 （16）， （17）に代入 し，　 n ＋ 1 時刻 の

　　φ監
＋ 1

， ゴ
π ＋1

を求める．

Step8 式 （18）か ら，　n ＋ 1 時刻の1跛 丁
針 1 を求

　 　 め る．

3　 計算モデル

　本研究にお い て，解析モ デ ル に図 1 に示すよ うな立

方体 Cavity内自然対流問題を取 り、ヒげる．本解析に

おける境界条件として
， 速度は全壁面で non − slip と

し
， 温度は x ＝ O，z ＝ 1 それぞれ の 面で T ＝ 1

，

T ＝ O，残 りの面を断熱面 （∂T ！∂n ）＝0 として 与え

る．また，温度の 初期条件として
，

一
般 に自然対流の

非定常解析で は，断熱面お よ び Cavity内部を T ；o

とするが ， 本研究で は Ozoe ・Okada による数値解

析（4），尾添 の 実験 ［6］の 条件に合わ せ て T ＝ 0．5 で

与える．電場の境界条件は，立方体 Cavity全壁面

を絶縁体と仮定するの で，電位ポテ ン シ ャ ル に関 し

て （∂φノ∂n ）＝O として 与える．磁場に つ い て は，立方

体 Cavityの 境界お よ び内部は
， すべ てその大 きさは

IB，1＝ 1 で時聞に関係なく一定で あり，　 x
，　 z は正方

向，y は負方向に印加して い る。本解析における計算条

件を表 1 に示す．計算条件は，Ozoe ・Okada による数

値解析 cite4 （Case1〜7）， 尾添の実験 ［6］（Case8〜10）

の条件に合わせ て い る．x ，　 y，　 x方向にそれぞれ 20，

14，10 と分割され た不等分割直交メ ッ シ ュ を用 い て

い る．

Fig，1　計算モ デ ル

Table　1 汁算条件

CasePrR α 刀 α Bo

10 ．0541070 一

20 ．054107100 十偲

30 ．054107100 一
影

40 ．054107100 十 之

50 ．0541060 一

60 ．054106300 十欝

70 ．054106500 十躍

80 ．0251050 一

90 ．02510540 十即

100 ．025105108 十∬

4　 計算結果お よ び検討

4．1　 Hartmann 数依存性

　図 2 は R α＝・IO7，　 Pr ＝ O．054，　 x 方向磁場印加の

場合 （Case　5〜7）の 時間 t ＝ 2．0 × 105における

各中央断面で の等温線図である．（a），（b），（c）はそ

れ ぞ れ Hartmann 数が 0（Case　5），300（Case　6），

500（Case　7）の場合で ある．

　磁場な し （Case　5）の場合，断面中央部で は温度が

下か ら上方向，
つ まりy の 正方向へ と上 昇して い る．

しか し，磁場を印加する （Case　6，7）と，断面中央

部お よび高温 （x ＝ 0 面）， 低温 （x ＝ 1 面）壁面付

近に おい て温度は低温壁 から高温壁へ つ まりx の負

方向へ と上昇して い る．こ れは，磁場印加に よ り対流

が抑制され ， 熱の移動が対流 より伝導の方が支配的に

な っ て い る こ とを示 してい る．

　図 2 は R α＝IO7
，
　 PrcO ．054，　 x 方向磁場印加で の

Nusselt数の経時変化の Hartmann 数依存性を示す．

本解析で は高温壁，低温壁 の Nusselt数の計算を求め

たが，Cavity内部およ び断熱壁の初期値を 0．5 と設

定 したため，高温 ｛邸量両壁の Nusselt数の値の差が

ほぼ
一致 した （高温 衝温両壁 の Nusselt数の値の差

が 10
−6

の オ
ーダー

）結果とな っ た．したが っ て，局

温壁 と低温壁 との Nusselt数変化は
，

ほぼ等しい とみ

な し，高温壁の Nusselt数を例にとり，検討 ・考察

を行うもの とする．

　図 3 の磁場の印加方向を全て x 方向とする NusseIt

数の 経時変化にお い て
， 磁場なし （Case　5）と磁場印

加の場合 （Case　6），（Case　7）で 明かな違い は周期特

性の有無である．沖 ・棚橋 圖 の数値解析に よる と，
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一　　
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y
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z
＝O．03

レ
x
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葬冫r．
P 馬

怪
　 　 　 （a｝H ・＝O （Case　5）

　　　　　　　　　 Fig．2

　 X 　 　 　　 　 X

　 　 　 　 　 z ＝ −Crosssection

　　　　〔b）Ha ＝ 300（Case　6）　　　　　　　　　　　（c）Ha＝　500〔Case　7｝

各 中央 断 面 の 等 温 線 図 （R α ＝106，Pr ＝ 0．054，x 方 向 磁 場印加）

y＝0．5

喋

 

（
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エ）
コ
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　 　 　O
　 　 　 O　　　　　　　 5　　　　　　　10 　　　　　　 15　　　　　　　20

　　　　　　　　　　　　　 t（ xlo4 ）

Fig．3　Harヒmam 数 の 大 き さ に よ る 壁 面 平均 Nusselt数 の 経時変 化

　　　　　　　　　　 （石〜α ＝106，　Pr 二〇．054）

B 凶

幽 ■300

ひ鰌■5D り

＼

一35 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本 AEM 学会誌　 Volume 　3　 Number 　2JUNE 　 1995

（り
£
）

コ

Z

3025

20

1510

5

0
　 0

一
No 蘭 8窟驫飢 に Fl● 囿

一

　　　　　　「．「

　　　　　　　　X−dlrOC 口on

　　　　　　　　Y曹dlr●cl艮o卿

一一一一
Z−d匚r●‘ 巳lon胃

　　　　’r軌　’＿一　　 ＿一＿一一一＿＿＿　　　　　．　d 　■　　・一・　　　　一
冖＿oρ、

一一齟一

10 20 30

t（ ×IO4 ）

Fig．4　磁 場 印 加 方 向 方 向 に よ る 壁面平 均 Nusselt数 の 経 時変化

　　　　　　　　　 〔Ra ＝ 107，　∫）
r ＝0．054）

　磁場なし （Case　5）の場合 ， 低 Prandtl数流体 の

自然対流にお い て充分に発達 した流れは回転流れであ

り，振動周期の ある流れ を示 し定常流に至 らない と報

告され て い る，本解析結果にお い て も，定性的で はあ

る が，磁場な し （Case　5）の Nusselt数の 経時変化に

は周期性があらわれて い る．

　
一
方，磁場E「伽の場合 （Case　6，7）では周期性は現

れず定常に至る．磁場の印加に よる流れ方向の反対方向

に Lorentzカが1乍用する ため
， 流れの抑制効果が生 じ

定常流が実現されて い る か らで ある．ffα ＝ 300（Case

6）の場合 Nusselt数は約 2， ∬ α＝500（Case　7）で は

約 1 と
，
Hartmann 数が大き くなる に つ れ Nusselt

数カシ1・さくな っ て い る．これ も， 明らか に印加磁場の

大きさの増大に伴な っ て大きくなる，流れ と反対方向

の Lorentz力の作用 に より流れ力事卩制され，熱の 移動

が対流 よ り伝導の方が支配的となっ て い る こ とを示し

てい る．

42 　磁場印加方向による流動特牲

　図 4 は R α＝107
，

Pr ＝：O，054（Case　1 〜 4）で の

磁場の印加方向による壁面平均 Nusselt数の経時変

化を示す．磁場印加 （Case　2 〜 4）の場合 ， すべ て

H α ・ ＝ 100 とする．磁場なし （Case　1）の場合 ， 前節

4，1 の検討 と同様に壁 面熱伝達の周期性が確認される．

その周期は定性的ではあるが Rα＝106（Case　5）と比

較して長 く， 複雑な特性を示して い る．

　x 方向磁場印加 （Case　2）の 場合， 磁場な しお よ び印

加磁場下の 中で Nusselt数が最も小 さい ．また，流体

の周期性を最も抑えて い る．これは y方向に Lorentz

力が作用 し， 高温 低温両壁 ＠＝0，
1 面）付近で 自

然対流が抑制される． したが っ て，高温，低温両壁

（x ・＝ O，1）面上 で の熱伝達は磁場なし （case 　1）の場合

と比べ て伝導の影響が支配的となり，よ っ て Nusselt

数が小さ くなる とい える．

　y 方向磁場印加 （Case　3）の場合，周期性が抑えら

れ て い る ．平均的に Nusselt数の大 きさは磁場な し

（Case　1）の Nusselt数の 平均よ りやや小 さい程度で

ある。高温壁面で は Lorentz力の抑制効果が生 じてい

ない ．よっ て Nusselt数の大きさにはそれ ほ ど影響ぜ

ず ， 周期性の抑制効果があらわれて い るとい える，

　x 方向磁場印加 （Case　4）の 場合は，　 x ，　 y 方向磁場

印加 （Case　2
，
3）の場合と異な り周期性が確認され

る．そ の周期性は磁場なし （Case　1）の Nusselt数経

時変化と相似した値を示 して い るが，Nusselt数の周

期のずれが生 じて い る こ とが定性的にわかる．

4．3　 0zoe ・Okada の数値解析 ［41 ，
尾添の実験

　　　［6］との比較

　表 2 は Ozoe ・Okada の数値解析 ［4］（Case　1〜 6

）および尾添の実験 ［6］（Case　8 〜 10）の壁面平均

Nusselt数の 比較をして い る．（Case　7）は文献に掲載

され て い ない ため比較してい ない ．Nusselt数の値は

周期性があり定常に な らな い もの もあるの で，（Case

1〜4）は t ＝ 2，0 × 105以降を平均 し （Case　5 〜 6）
は t ＝ ＝ L5 × lO5以降を平均した値 とした．

　Ozoe ・Okada ［4］の 数値解析お よ び尾添 〔6］の実

験は本解析の壁面平均 Nllsseh数と比較し良好に一致

した ．
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表 20zoe ・Okada ［4］お よ び尾添 ［6］の

　　 壁面平均 Nusselt数との 比較

CaseE α H α BoNu （Ozoe） Nu （Present）
1107o 一 10．52 10．81

2107100 十餌 9．66 8．75

3107100   y 10．45 10．79

4107100 十 9 10．02 10、37

5106o 一 5．74 5．39

6106300 十¢ 225 1．97

81050 ｝ 2．95 3．06

910540 十駕 2．38 2．50

10105108 十毋 1．49 1．66

（2）磁場な しの 場合，電磁熱流体は低 Prandtl数流

　　体特有の 回転流れとなり，壁面熱伝達の 周期性が

　　数値的に確認された．

（3）磁場印加の大きさに伴い ，Lorentz力の対流抑制

　　効果が大きくなる．それゆえ，対流が抑制され主

　　に伝導に よ っ て熱が移動する こ とがわか っ た．

（4）磁場印加方向により対愛靜 階［亅効果の生じる位置が

　　変わ り，
そ の位置で の熱伝達は磁場な しの 場合と

　　比べ て伝導の影響が対流 より支配的となっ た．

（1994 年 10 月 4 日受付）

5　 結言

　本研究に お い て は
， GSMAC 有限要素法を磁場解析

のφ法に拡張して，高速かつ 低容量 の ス キ
ー

ム を開発し

た．この ス キ
ー

ム を用 い て電磁熱流体の 立方体 Cavity

の 自然対流の解析を行い ，その有効 性を検討 し以下 の

結雷を得た．

（1）定常時 の 伝熱壁面 Nusselt数につ い て，尾添の

　　実験結果 ［6］（溶融ガ リウ ム ：Pr ＝0．025）と比

　　較 し良好に
一一

致 した．また，壁面平均 Nusselt

　　数お よび等温度線図 ， 速度ベ ク トル図につ い て，

　　Ozoe ・Okada の数値解析結果 ［4］（溶融シ リ コ

　　ン ：Pr ＝・O．054）と比較し良好に
一
致 した．これは

　　本研究で 開発したス キ
ー

ム の有効性を示すもの で

　　ある。
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