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辺要素を用い た二 次元有限要素法に よ る静磁界及び渦電流解析
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　　　by　Finite　Element　Method　Using　Edge 　Ele皿 ent
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　　Tw （Fdimensional 丘nite 　element 　ana 工ysis　using 　vector 　potential　with 　two 　components 　based
on 　edge 　element 　is　investigated．　 The 　magnetic 　vector 　potential　is　introduced　and 　the　tangen ．

tia至component 　along 　the　edge 　of 　triangular　element 　is　chosen 　as 　unknown 　variable 　preserving
the　tangential　continuity ．　 The 　fbrmulation　of　the　tw （）−dilnensional　analysis 　and 　the　numerical

examples 　are　shown ．
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1　 まえがき

　辺要素は，高周波問題における固有値解析での スプ

リア ス解の問題 を解決する目的で導入 されたため，高

周波問題で の応用が多い 国， ［2］，
また，辺要素は渦

電流解析にお い て も導入 されて お り ［3］， 圏，
三次元

解析が実用化され て きた。

　こ こで は
，

二 成分をもつ 磁気ベ ク トル ポテ ンシ ャ ル

を用 い た二次元解析を行 っ て い る．一次の 三角形辺要

素を導入し，
ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル の辺方向成分を未

知変数とする．この 辺要素有限要素法の静磁界解析と

渦電流解析へ の 適用法を検討し，言
「
隣例を示す．

2　 定式化

　
一
次の 三角形辺要素を Fig．1 に示す ， 辺上の ベ ク

トル ポテ ン シ ャ ル （磁気ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル ）の接

線成分を離散化された未知変数 とする ．したが っ て
，

要素境界で ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル の 接線成分が連続に

定義され ， 法線成分は不連続となる．要素 e 内の ベ ク

トル ポテ ン シ ャ ル Aeは次式で定義される．

・4e ＝ NiAi ＋ IVjA ゴ＋ N 跨毒 （1）

こ こ で
，
Ni

，
Nj ，Nk はベ ク トル補間関数 Ai，A ゴ，Ak

は辺上 の ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル の接線成分で ある．

　ベ ク トル補間関数 Ni ，N ）
・
，1協 は座標の一

次関数で

次の ように与えられる．

Ni ＝ 　Lj▽ 五h
− Lk▽ 五

丿

N ゴ　＝ 　Lk▽Li − Li▽Lk

Nle ＝　Li▽五ゴ
ーL

ゴ▽五i

Aktk

．
‘

　 　 　 　 　 丿

Fig．1　Edge 　element ．

k

（2）
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こ こで，Li，Lゴ，　Lk は面積座標で ある．

　面積座標は
，

Li　＝　ai 十 biX十 CiY

Lゴ
ニ αゴ＋ 6ゴx ＋ cゴy

ヱンk　　； 　　ak 十 bhX −f　CkY 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

で表される座標 の
一次関数で ある，（3）式を （2）式に

代入すると次の式を得る．

Ni ＝ （δ砺
一う幽 ）i＋ （c鳶Lゴ

ーcゴLん）ゴ

N
ゴ　＝ 　（biLle−　bkLi）i＋ （CiLk − c允ゐのゴ

Nk 　＝ 　　（δゴ1）乞
一biL

ゴ）i十 （c ゴ・Li
−

〔 L ゴ）ゴ　　（4）

　要素 e 内の磁束密度Be は
一
定値となり， （4）式を

用い るとB ＝ ▽ × A か ら次の ように表 される．

Be 　 ＝　 ▽ × Ae

　　　＝＝　2 ｛（bゴc 南
一bkC

ゴ）十 （bkCi− biCle）

　　　十　（biCゴ
ーうゴcの｝k 　　　　　　　　　（5）

　
一
方，要素内の A の発散は次の ように零となる．

▽ ・ノle ＝   　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　上式は要素内における A の性質で あり， 有限要素

法の定式化にお い て課せ られるク
ー

ロ ンゲ
ージの よう

な解析領域における拘束条件とは な らない ．

　また，Fig．1 の要素で は，ベ ク トル補間関数に次

の性質がある．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）

すなわち， 未知変数 Ai，　A ゴ，毒 は辺上 の 積分値と

な っ て い る．

　Fig．2 にベ ク トル補間関数の例を示す．こ の 場合

の ベ クトル補間関数は次の ように表される．

Ni 　＝ 　　一影14信十 x ／4ゴ

Nj 　＝ 　　
− y14信十 （

− 112 十 x ／4）j

Nh 　＝　　（1／2 一
塞ノ4）i 十 x ／4ゴ　　　　　　　　　　　　（8）

∬（NiAi ）・ち ・嵐

　 i

五　　（N 〆
A

ゴ）
・
ちdl ＝ ・4j

　 j

∠　 （NkAh ）・砺 dl ＝ AiC

‘0，2 丿

ん

「 0 丿

　　　 （a）    owns

（b）Ni

（d）Nk

Fig．2　Vector　interpolation　functions・
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Fig．2 からわか るように，辺上 で は接線成分は
一

定値

で，法線成分は
一
次関数とな っ て い る．また，接線成

分は
， 定義 された辺以外の 辺上 で零となる こ とが確認

できる．

　物理量の 時間依存性が正弦波の場合 ， 渦電流問題の

支配方程式は次式で与えられ る．

▽ × H ； 」「十 ゴω 1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

こ こ で，H は磁界の強さ，　 J は ソ
ー

ス 電流密度，　 D

は電束密度 ，
ω は角周波数で ある．

　（9）式を用い てガラ
ー

キ ン の 重み付残差方程式を作

0μ
1＝1（鰤

＼
・…　　 1

成する と次の ように なる ［5］．

ff，　N ・
・
（▽ × ll 一

ゴω 1）− J ）d・ 一 ・

（10）

これを変形 して
，

f．　（H ・ Ni ）・・ dt

＋魚H ・▽ ・ N ・
−
」・ N ・

・D − N ・
・J）d… ＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

となる．そ こ で ，D ＝ ε
＊E ，　E ＝ 一

ゴω A ，H ＝

B1 μ，B ＝ ▽ × A を （11）式に代入 し，自然境界条

件 （H の法線成分が零）を導入 して次式を得る．

齢 ・・ Nl … A −
・V2e

’Ni ・・ − Nl ・り・・ 一 ・

こ こ で
， ε

＊

は複素誘電率（♂ ＝ ε 一　jσ ／ω 〉である．

（12）式をすべ て の 辺 に適用 して最終の連立方程式の係

数行列が計算される．

3　計算例

（12）

（a ）computatlon 　model

（b）triangiu匡ar　mesh 　and α ee

除

囹
（c）vector 　potential

3．1　 静磁界問題

　静磁界問題では，（12）式で ω ・・O とおい て連立方

程式の係数行列が作成される．しか し，（12）式から得

られるすべ ての辺 につ い て の連立方程式は
，
A に つ い

て の任意性が残っ て い るため，こ の ままでは解 くこ と

が で きない ．そ こ で ， すべ て の節点を通る tree を作

成し，
co −tree を構成する辺上 の A を未知数とする連

立方程式を作成する ［4】．

　 Fig．3 に，無限長 ソ レ ノ イドの解析例を示す．こ

の場合，
ソ レ ノ イドの内部の磁束密度は μ1 に， 外部

は零となる．Fig．3 （a ）に 114 領域の解析モ デ ル と

　

　
詛

　
丶

ー
ー

　

　
ヱ

＼

又

．

瓢
（d）magnert 孟c 伽 x 　density

Fig．3　Magnetostatic　problem
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Fig．4　Computation　model 　for　eddy 　current 　prob−

lems．
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Fig．7　Eddy 　Current　distribution　at ノ＝ 60正島
，

μ、 ＝ 1000μ。，
σ ＝ lx107 ．

境界条件を示す．（b）は三角形要素分割と treeを示

す．総辺数 74に対 して co −treeを構成する未知数は

44 とな っ た．（c）は辺上 の ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル の

計算結果で ある．（d）に は磁束密度の z 成分の大きさ

を示す．磁束密度の計算値は
，

ソ レ ノ イド内部で一
様

外部は零となり，解析解と夛瞠 に よ く一致 した。静磁

界問題 で は高精度に解が得られるこ とがわか っ た．

（a）eddy 　CUT 】rent　de且 sity

　　　　　　 （b）magnetic 　flux　density

Fig．5　Computation　results 　at ノ＝＝ 60正琵
，

μド μ。，
σ
＝ 1 × 107．

Fig．6　Magnetic　flux　density　at　f　＝ ・　O．IH2 ，

μ1 ＝

μ。，
σ ＝ 1 × IO7．

3．2　 渦電流問題

　渦電流問題で は，（12）式を用い て連立方程式を構成

する こ とがで き，
三次元問題に おけるil　＝ ・　O のゲ

ー
ジ

を導入した場合に相当するの で境界条件を導入するだ

けで連立方程式を解 くこ とがで きる．ただし，
この場

合は複素解析となる．こ の とき，渦電流密度J は次式

で計算で きる．

」 ＝ 一ゴω σ A （13）

　Fig．4 に計算モ デ ル を示す．要素数は 114 領域

で 276 で ある．Fig．5 は，　 f ＝ 60Hz ，μ1 ＝
μo，

σ ＝ 1 × 107 の 場合の渦電流密度 と磁束密度の実部

の計算結果である。また，Fig．6 は ，周波数を下げ

て ノ＝ ・　O．IHz とした場合の結果で，静磁界と同様の

結果が得られた．Fig．7 は
， μ

＝ 1000μo とした場合

の結果で ある．磁性導体の渦電流解析も可能であるが

渦電流の 浸透深 さに対応 した要素分割が必要で ある．

4　 むすび

　以上 ， 辺要素を用い た二次元有限要素解析につ い て

述べ た．従来の 二次元解析は
，

ベ ク トル ポテ ン シ ャ ル

の x 成分を未知変数とする解析で あ っ たが，こ こ で

紹介した手法は ベ クトル ポテ ン シ ャ ル の 二成分，すな
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わち x 成分 と y 成分をもつ ベ クトル変数を未知 とす

る解析である．したが っ て
， 静磁界解析で は ソース電

流を面内の ベ クトル量 として扱うこ とができ，渦電流

解析では二次元解析領域の面内の ベ ク トル量 として渦

電流 を求めることが可能である．三次元解析比較すれ

蠏 掀 橡 は限られ る が ， 期 的な．手法である こ とが

確認で きた。
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