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辺要素開発秘話

羽野 光夫 （1．凵口大学〉

　 現在 ， 有限要素法による電磁界解析におい て至極

当たり前の ように使われてい る辺要素につ い て，
“

辺

要素とは何か
”

とか
，

tt
辺要素に は この ような特徴があ

る
”

とかい う論文は多々 目に しますが，
“

何故辺要素

なの か
”

につ い て記述 されたもの は少ない ように 思い

ます．そこ で
， 筆者の拙い 経験をもとに辺要素に至 っ

た経緯をこ こ に書かせ て頂 きます．

　 1970 年代有限要素法に よる導波路解析で は，伝搬

（z ）方向の電磁界 2 成分 （Ez，∬ 。）によ る汎関数が よ

く用 い られて い ました．こ れは，従来の 変分法によ る

解析で多く用い られ て い た方法です．しか し，ス プ リ

アス解が多数発生 し［4］［5］，こ れ力慎 解の ス ペ ク トル を

汚すこ とか ら， 煩わ しい 判別 の 手間を必要と しま した．

そ こで，汎関数自体が見直され，電界あるい は磁界の

3 成分を用い る方法が提案されま した ［6］［7］　［8］．しか

し，
こ の汎関数に有限要素法を適用 して も，形態こ そ

異なれ， 相変わらずス プ リア ス解が多数発生する結果

となりました ［9］［10］．こ の 間，ス プ リアス 解を除去す

る ための努力 もい くつ か試み られました ［11］が，決

定的なもの は現れなか っ たようです．その ため
，
1970

年代後半には有限要素法に よ る遡灘各解析は不可能で

はない か とい う定説さえ出かねない 状況にな っ て い ま

した．

　　こ の頃，私は光導波路の解析を研究テ
ー

マ にして

い まし たの で
， 有限要素法に触れる機会がありました．

そ こで ， 関連する論文を読ん でい ると
， 前述の ような

状況にあることを知りま した．人が駄目だと言うと，

ム ラ ム ラとくる悪い 癖が出て しまい ました．しか し，

有限要素法に関する指導者がお らず，どこ か ら手を着

けて よ い の か途方に暮れて しまい ました．そ こで
， 図

書館に行 くと著書 国［2］がありました．しか し，これ

らはい ずれ も構造力学を扱 っ て い る ため理解 は今ひと

つ で した．その うち訳書 ［3ユがあるこ とに気づ き， 早

速購入して みました．この本は数学的立場か ら有限要

素法を見直してお り， 以後の 研究に大い に役に立ちま

した．しか し，こ れらは何れもス カラ量に関するもの

で した．改め て読み直 して み る と
，

“

有限要素法の基

礎にある考えはきわめて単純な もの である．” とい う

書き出 しに は感慨深い もの を感 じました．

　 辺要素に至 っ た道程は，次の ように簡単に述べ る

こ とがで きます．まず，ス カ ラ問題の有限要素法解析

に おける本質は何であるかを明確にする こ とです．次

に，こ の本質を損なわない ように類似i生を考慮 して ベ

ク トル 問題に拡張する こ とです．最後に，拡張する こ

とに よっ て課せ られた条件を満たす要素を実現 します．

何れも，物理的な直感よ りも数学的要請を優先させ る

こ とに尽きると思 い ます．この方が，合理的だか らで

す．以下，こ れ に沿 っ て順次説明して い きます。

　　まず ，
ス カ ラポテ ン シ ャ ル 問題 の 有限要素法解析

にお い て，よ く知られてい る節点要素が何故使われて

い るか につ い て考えて み ましょ う．解析領域 ρ が，M

個の 異な る媒質定数からなる小領域か ら構成さ れて い

るもの とします．各小領域 9fn とその境界 恥 にお

い て ，次の 条件を満たす Poisson問題を考えます．

　　 ▽ ・（ε▽ φ）十 ρ
＝ O　　　　　inn ． 　　（1）

　 n × ▽ φ＝ Oor φ ＝ O 　　on 」「h，1 （2）

　　　 n ・
（ε▽ φ〉＝ ＝　O 　 　 ・ n 　rm ，2 （3）

n × ▽ φ＝連続 　or 　φ＝連鋒売　on 　r痂，3 （4）

　　　n ・（ε▽ φ）＝ 遘鋒売　　　　　on 　rm ，3 （5）

こ こ で
，
rm ，1 は電気壁 （Dirichlet境界〉，　 rrr、，2 は磁

気壁 （Neumann 境界），また r
，n，3 は内部境界 とし

ます．

　　この問題に対 して，汎関数 x は次の ように与えら

れます．

磯 ｛琉▽ … ▽ i・… 　一　fg。i・・d9 ｝…

こ こで
， x を最小化する試行関数をどの ようにして選

ぶ か を決めなければなりません．そ こで ，x の 第
一変
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分を計算すると，次の ようになります．

・・
一撫 … φ・勲 蜘 φ・d・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）
右辺に部分積分を適用 し，ガウス の定理を用い ると，

次の ように変形で きます．

　 　 　 　 　 　 　 M

　　　・・ 一

瓢 。
・φ（▽ ・・V … ）・9

　 　 　 　 　 　 M

　　　　・

溜瓢 ・φ←▽ φ岡 （・）

　 任意の δφに対 して ， δX 嵩b となるの は （1）〜（5）

式力洞 時に満た される場合だけです。しか し，これ ら

がすべ て満たされてい れば，
こ れは厳密解に他な りま

せ ん．実際上
“

任意 ” を扱 うこ とはで きません．それ

は
， 無限次元問題に な る か らです．

　　そ こ で，近似解を求めるため の指導原理が必要に

な っ て きます．ある関数空間に属する関数列の極限に

おい て，x が最小値に収束する場合， そ の関数空間の

部分空間の 中か ら近似解を探す こ とに します ［3］．こ

の 関数空間は，（2），（4）式の み を満たせばよい こ とに

な ります．残りの （1），（3），（5）式は近似的に評価さ

れるこ とにな ります．

　 有限要素法では，さらに 9 ． を小 さな領域 い わ

ゆる要素に分割します．（6）〜 （8）式で使用した 9m と

翫 は
， その まま要素 ， 及びそ の境界に置き換える こ

とになります．したが っ て，M は要素数を表すこ と

にな ります．有限要素法で も，（8）式の部分積分が要

素境界 r
． ，3 を越えられない とい うこ とを銘記すべ き

です．要素の 境界におい て ε は連続ですが，有限要素

法で は各要素で定義 された多項式を用 い る ため に ， 要

素境界で ▽φの連続性が保証 されて い ない か らです．

汎関数と離散化 （要素分割）が遊離 した論文をよ く見

かけますが こ れは誤りです．最初に，要素分割あり

きです．次に
， （数学的に）必要な境界条件を満たす試

行関数を探すべ きです．もし，
こ の ような手順 を踏ん

で い れば，ス カ ラ要素をその ままベ クトル化 した有限

要素法 ［9］［10］は開発されなか っ ただろうと思い ます．

ガ レル キ ン法を用 い た定式化で も，こ の傾向はよ く見

受けられます．

　 ス カ ラ要素の形状関数に課せ られる条件は，次の

2 点です．

　 s−i）要素内にお い て ， 恒等的に ▽ φ＝ 0 でない

こ と．

　 s−ii）要素境界におい て，〔2）または （4）式を満た

すこ と．

　 条件 s−i）よ り， 形状関数は定数 （自由度 1）で あ っ

てはならない こ とがわか ります．次に
， 条件 s−ii）よ

り， 例えば三角形要素の 場合，各辺にお い て
一
次式を

仮定すると，6 つ の 自由度が存在します．しか し，三

角形の頂点におい て連続で なければな らな い こ とを考

慮すると，自由度は 3 に減少します．こ れだけの条件

で は
， 未知節点をあえて頂点に置 く必要 はありませ ん．

慣例的に未知節 点が頂点に置かれて い る の は
， 後の計

算が楽になる か らです．また，3辺で匣等的 に零な関

数を付け加えて も，条件 S−ii）を満た して い ます．す

なわち，境界条件だけか らで は形状関数は一意に決 ま

りませ ん．これらに関して は，精度などか ら検討され

るべ きで し ょ う．

　 次に
，

ベ ク トル場 の 固有値有限要素法解析に つ い

て検討して み ま し ょ う．各要素 S2m とその境界 煽

にお い て，次の条件を満たす固有値問題を考えます．

▽ × （μ
一1

▽ × E ）
一

ω
2
εE ＝ o

　 　 　 n × E 二〇

n × （μ
一1▽ xE ）＝O

　　 n × E ＝ 連続

n × （μ
『1

▽ × E ）＝ 連糸亮

in　9nz　 （9）

on 娠 ，1 （10）
on 　17m，2 （11）
onr

． ，3　（12）
on 侃 ，3 （13）

この 問題に対 して，汎関数 x は次の よ うに与えられ

ます．

・浩瓢 （・ 町
・
▽ ・ E −

w
・E ’ ・EE ）・・？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
ここで，x を停留化する試行関数をどの ように して 選

ぶ か決め なければな りませ ん．そこ で
， x の 第

一
変分

を計算すると，次の ようになります．

　 　 　 M

・・
一

瓢 （・ ・ 町
1
▽ ・ ・ − w2 ・E “ ・

・E ）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
右辺に部分積分 を適用 し，ガウス の定理を用い ると

，

次の ように変形で きます．

・・
一 急な・E ・ ・（・ …

一
… E 一酬

・潔瓜・・E
’

・ ・P・
一・

・ … ｝・剛 16・
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　 敢えて 同じ形式で書 きましたが，こ れはス カ ラ場

とベ ク トル場の 問題 の 類似性を示すた め です．繰 り返

しますが，部分積分は要素境界を越えることはで きな

い の です．ベ クトル場で は，（10）， （12）式の み を満

たす関数空間の部分空間の 中から近似解 を探すこ とに

なります．残 りの （9），（11），（13）式は近似的に評価

される こ とに な ります．

　 以上の こ とから，ベ ク トル要素の形状関数に課せ

られる条件は次の 2 点です．

　 v −i）要素内におい て
， 恒等的に ▽ × E ・＝ O でな

い こ と．

　 v −ii）要素境界におい て
， （10）または （12）式を満

たすこ と．

　 こ れ らの条件をもとに
， 導波路の 固有値解析に お

い て辺要素が どの ような経緯をたど っ て完成されたの

か見て みまし ょ う。導波路は 2次元問題で すから，電

磁波の伝搬方向を z 軸 とすると，E は次の ように表

されます．

E ＝（Et ＋ ゴ凪 ）・

一
ゴβz

Ez3

（17）

こ こで ，Et は E の断面内成分，　Ez は伝搬方向成分，

また βは伝搬定数で す．

　 （17）式よりEz はス カラ量となり，（12）式の境界

条件か ら従来の ス カ ラ要素で対応で きます．一
方 ，

Et

は要素の 辺上 におい て接線成分の みが隣接する要素と

連続で あればよい の で，接線成分を未知パ ラ メ
ー

タに

選べ ば後の計算が楽になります．要素内にお い て
，
Et

，

瑞 は それぞれ次の ように近似で きます．

E 、　
一 ｛N ｝

T
｛珊 ，

E
，
　＝ ＝ ｛N ｝

T
｛E 。 ｝　（18）

　 ベ ク トル要素にお い て は，形状関数 ｛N ｝が ベ

ク トル 関数になります．しか し
，

こ の ような要素は

見た こ とがな く，ハ ン ドブ ッ ク ［2］を捲 っ てい る と

Herrmann ［12］の要素が 目に留ま りました．こ の論文

は薄板曲げに関する問題を曲げモー
メン トと変位によ っ

て ハ イブ リ ッ ド的に扱 っ て い ました．ち ょ うど，こ

れ らは それぞれ Et と 場 に対応 して い ました．そ こ

で，まず Fig．1（a）の ような 6 自由度の 三角形要素を

考えて み ました．しか し ，
Et は E

。 ， 瑞 の 2 成分

しかない の に もかかわらず，辺上 の未知パ ラメ
ー

タは

3 つ あり，この時点で は多項式表現が うま くい きませ

んで した，そ こ で ， 次に Fig．1（b）の ような 9 自由度

の 三角形要素を考えて みました．塩 ，Ey をそれぞれ

＝
， y の完全 1次多項式で補間すれば

， 各辺上 にそれ

Ey3

Ez3

Ez3x3

EyEz1

Ey4Ez4

x1

Ex4

Ey

（c）12 自由度の 長方形要素

E

Ez4

Ez2

（d）．8 自由度 の 長方形 要素

2

（e）2 次長方形要素

　 　 Ez3

Ex2

2

（f）12 自由度の 三角形要素

Fig．1： 要素構成の変遷
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それ 2 つ の未知パ ラメー
タを設ければ 過不足なく補

間で きま した． こ の時点で は，島 も同じ多項式で補

間しました．しか し，
こ の要素を用 い て も依然多数の

ス プ リア ス解が発生 しました．そ こ で，三角形要素は

諦め ， Fig．1（c）の 12 自由度の長方形要素を考えまし

た．Ex ，　 Ey，　 Ex は，共に x ，　 y の双 1次式で 近似

する こ とに しました．そ の ため に は
， 各成分 とも 4 つ

の未知パ ラメ
ー

タが必要になり，従来の ス カラ要素と

同様に各頂点に未知パ ラ メ
ー

タ を配置する こ とに しま

した．しか し， 従来の要素 ［9］と異なるの は E ＝ ， Ey

の ための未知パ ラ メ
ー

タが 2重節点にな っ て い ること

です．すなわち，Et の法線方向成分は連続性が要求

され て い ない の で ，Fig．1（c）の 瑞 ，馬 の矢印方向

の隣接要素とは不連続になっ て い ます．しか し
，

この

要素を用い た解析で も依然多数の ス プ リアス 解が発生

しました．そ こで
， 固有ベ ク トル を詳しく調べ て みる

と
， その直交性よ り辺上の攤 職 分が対称 （

一
定）にな

る解と反対称になる解が対で現れ る こ とが分かりまし

た．固有値 と固有ベ ク トル とを対応づ けて見る と，反

対称な解の みがス プリアス解に な っ て い るこ とが明ら

かになりました．したが っ て
， 辺上．で は接線成分が

一

定値で よい こ とがわか り，Fig．1（d＞の ような 8 自由

度の 長方形要素が完成しました ［131．この要素の適用

によ っ て ス プリア ス 解はすべ て消え
， そ の代 りに E

。

の未知数に等しい だけの零固有値が新たに現れま した．

これ は
，
E の試行関数の うち 易 の未知数に等しい 自

由度ほど条件 （v
−i）を満たして い る からです．さらに

，

Fig．1（e）の ような高次要素の 作成にお い て，∂Ez／衡

と 焼 ，及び ∂Ez ！Oy と 場 が同
一

の 多項式で あれ

ばよ い こ とがわかり，Fig．1（f）の ような 12 自由度の

三角形要素を構成する に至りました ［141．Ex ，燭 の

ための多項式は Fig．1（b）と同
・一

ですが，　 Ex には完全

2 次多項式を使い ました．同様な考え方で高次の 三角

形要素を作成する こ とが可能に な りました．こ の 考え

方は容易に 3次元空間に拡張で き， 直方体要素 ［15］，

四面体要素 ［16］， 及び三角柱要素 ［17］などが簡単に

構成で きました．2次元解析の場合と同様　予め数の

明確な零固有値以外の不要な解はまっ たく発生しませ

ん で した．ベ クトル要素には
， それ に付随するス カ ラ

要素があるこ とが明らか になり，こ れは静磁界解析や

渦電流解析におけるゲージの問題に
．一

石を投 じま した

［20］［21］，

　　とこ ろ で
， 辺要素とい えば Nedelec の 論文 ［18］

を思い 出される読者も多い と思 い ますが
， 私が始めて

目にしたの は第 5 回 COMPUMAG の Proceedings

に掲載された論文 ［19］の索引で した．直方体要素の

自由度は同じで したが ， 三角形要素や四面体要素の 自

由度は異な っ てい ました．汎関数の停留条件か らだけ

では， 辺要素に課せ られる条件は （V−i）， （V
−ii）の みで

あ り，すべ て の 辺 （あるい は面）上 で n × E ＝ 0 を

満たす関数を付け加える こ との制限はありませ ん ［22］．

こ れらも，ス カ ラ要素の場合と同様に精度，あるい は

ス プ リア ス 解から検討 され るべ きで し ょ う［23］．

　 最後に， 有限要素解析された 2 ： 1 中空矩形導波

管の TEII モ
ー

ド （β ＝ o．o）の電磁界分布を Fig．2

に示 します．例えば， Fig，2（a ）の Ex が短冊状になっ

て い ますが，これが
“

気持ち悪い
”

とい う評価を受け

た こ とがありま した．これ は
， 物理的直感に よ る評価

であり，汎関数 （あるい はガ レル キ ン法）を用 い た有

限要素法によ る電磁界解析で は数学的要請が優先され

るべ きで し ょ う．

　 多少過激な表現になっ たとこ ろ もありましたが ご

笑読頂ければ幸い で す．世間に流布して い る 辺要素は，

ほんの
一

部だ と思い ます．辺要素の本質を極め，まだ

まだ新しい 要素が提案 される こ とを期待 して い ます．

また ， 方程式系が異なればそれに適合した要素力泌 要

なはずです．今後ますます，有限要素法が電磁界の数

値解析にお い て重要な位置を占め る こ とを期待 して筆

を置かせ てい ただきます．

（a）Ex

（b）瑞

　　z　　　　　　 （・）E ・

yし ．

　　Fig．2： TEll モ
ー

ドの電磁界分布

276 （52）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本 AEM 学会誌　Vol．7，　 No ．3 （1999）

参考文献

［1］0 ．C．　Zeinkiewicz
，

“
マ トリ ッ クス 有限要素法 ，

”

（吉

　　識 山田訳）培風館，（1970）．

図 鷲津，宮本，山田，山本，川井共編 ，
“

有限要素法ハ

　　 ン ドブ ッ ク　1 基礎編，
”

培風館，（1981）．

［3】G ．Strang　and 　G ，　J．　Fix，　
ccJE

限要素法の 理論，
”
（三

　　好，藤井訳）培風館，（1976）．

［4］P．Daly
，

“Hybrid −Mode 　Analysis　 of 　Microstrip

　　by　Finite−Element 　 Methods ，
”
　JEEE 　Trans．

　　 Microwave　 Theory　 Tech．，　 VoLMTT −19、　 No，1

　　（1971），pp．19−25．

［5］池内，井上，沢見，仁木
，

“
マ イクロ ス トリ ッ プ線路

　　 の 有限要素法解析 におけるスプ リア ス ・モ ー
ド，

”

電気

　　学会論文誌 A
，
VoL98

，
　N　 o．8 （1978）， pp ，415−422 ．

［6］WJ ．　 English　 and 　 FJ ．　 Young ，
“An 　 E 　 Vec −

　 　 tor　 Variational　 Formulation 　 of 　the　 Maxwell 　 E −

　　qua 七ions　for　 Cylindrical　 Waveguide　Problem−

　　 S
，

” IEEE 　 7｝’ans ．　 Microwave　 Theory 　 Tech，
，

　　Vol．MTT −19
，
　No．1 （1971）， pp．40−46．

［7］森下，熊谷
，

“

電磁界解析にお ける 変分表現式 の 統
一

　　的な導出 につ い て，
”

信学論 （B），VoLJ59−B ，　No．3

　　（1976），pp ．165−172．

［81A ．　 Konrad
，
　

ccVector

　 Variational　 Formulation

　　 of　Electro−magnetic 　Fields　in　Anisotropic　Me −

　　 dia
，

”

　毋 EE 　野 αγ占5，　 Microwave　Theory　Tech．，
　　Vol．MTT −24 （1976），pp ．553−559，

［9］A．Konrad，“High−order 　Triangular　Finite　E玉e−

　　 ments 　for　Electromagnetic 　Waves 　in　Anisotropic

　　 Media ，
” IEffE 　Trans．　Microw α ve 　 Theory 　Tech，，

　　 Vol．MTT −25
，
　No．5 （1977），

　pp ．353−360．

［10］小柴，片野，鈴木 ，

“3 次元 電磁界 固有値問題 の 有限

　　要素法解析
，

”

信学論 （A），
Vol．J68−A

，
　No．6 （1985），

　　pp．533−540，

［11］B．M ．A．　 Rahman 　 and 　 JB ．　 Davies
，

“Penalty

　　 Function　lmprovement　of　Waveguide　Solution　by
　　 Fini七e　Elements

，

” JEEE 　Trans．　Microwave 　The −

　　 ory 　 Tech．
，
　Vol ．MTT −32

，
　No ．8 （1984），

　 pp ．922−

　 　 928．

［12］LR ．　Herrmann
，

“Finite　Element　Bending　Anal−

　　ysis　for　Plates，
” Journal　of 　Engineering　Mech α n −

　　 iCS　Division
，
　Proceeding　q／the　Americα n 　Society

　　 of 　Civil　Engineers
，
　Vol．EM5 （1967）1　pp．13−26．

［13｝M ．Ha皿o
，

“Finite−element 　analysis 　of　dielectric−

　　 loaded　 waveguides ，
”

　JEEE 　Trans，　 Microwave

　　 Theory　Tech．
，
　 Vol．MTT −32

，
　 No ユ0　（1984），

　　 pp，1275−1279．

［14］司潤光 丸
“

新しい 三角形要素を用い たベ ク トル有限要素

　　法に よる異方鱒 皮路の解析，
”

信学論 （C ），Vol．J70−

　　C ，　No ユ0 （1987）， pp．1329−1337．

［15］羽野光夫，
“3 次元共振器問題 の 有限要素法解析一直

　　方体要素の場合一
，

”

信学論 （C），
VoLJ70−C

，
　No．6

　　 （1987）， pp．791−796．

［16］羽野光夫，
“3 次元共振器問題 の 有限要素法解析一四

　　面体要素 の 場合一，
”

信学論 （C），Vol．J71−C，　No，3

　　（1988），pp．333
−338 ．

［171 羽野光夫，
“
ベ ク トル 要素に よる 3 次元電磁界 の 有限

　　要素法解析 ，

”

電気学会，電磁界研究会資料， EMT −

　　88−99 （1988）， pp．95−104 ．

［18］J．C ．　Nedelec，　 c‘Mixed　Finite　Elements　in　R3
，

”

　　 IVumer．　Math ．，Vol．35 （1980），pp．315−341．

［19］例えば T ．S．Welij，
“Calcuiation　of　Eddy 　Current

　　 in　Terms　of　H 　oll　Hexahedra ，

”IEEE 　T｝’ans ．　 on

　　 M αgnetics，
　Vol．MAG −21

，
　No ．6 （1985）、　pp2239

−

　 　 2241．

［20］羽野光夫 ，

“

全周波数領域 に適用可能な線形三次元 電磁

　　界の 有限要素1繭 苹析一理論編一
，

）？

電学論 A
，
Vol．110−

　　 A，No．9 （1990），pp ，570−576．

［211 羽野光夫 ，

“
全周波数領域 に適用可能な線形三次元電磁

　　界の 有限要素法解析一計算編一
，

”
電輪 A

，
Vol．110−

　　 A
，
No．9 （1990）， pp．577−580．

［22｝羽野，小山
，

“2 次元 高次ベ ク トル 要素の 体系的な構成

　　法とその 導波路解析へ の応用 ，
”

信学論 （C），Vo1．J82−

　　 C−1，No，4 （1999），pp ．212−218．

［23］A ．Ahagon ，　K 　Fujiwara　alld 　T ．　Nakata ，
“Gom −

　　 parison　of 　Various　Kinds 　of 　Edge 　Ele皿 ents 　for

　　 Electromagnetic 　Field　Analysis
，

”1EEE 　Trans ，

　　 Magn ．
，
VoL32

，
　NQ ，3 （1996）， pp ．898−901 ．

（53） 277

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


