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1　 はじめに

　近年 ， 電磁場の数値解析の研究にお い て，従来の よ

うに，差分法，有限要素法，境界要素法など決め られ

た定式化に したが っ て マ ク ス ウ ェ ル方程式を離散化し

て シ ミュ レーシ ョ ン する形態か ら，偏微分方程式を離

散化するとい う概念よりもむしろ 離散化され た空間上

にお い て電磁気学 を体系化 し，そこ で マ クス ウ ェ ル方

程式を再構成 しその方程式に基づ い て数値シ．ミ ュ レー

シ ョ ン を行なうとい う形態が指向され しつ つ ある．

　その代表的な概念の
一

つ が，1977 年，T ．　Weiland

によ っ て提唱された Finite　Integration　Technique

（FIT）［1］である．こ の度 ， 本誌に直接その T ．　Weiland

教授 よ りこ の FIT の解説記事を出筆 い ただける こ と

にな っ た．本稿で は
， 詳細な説明に先立 ち，読者に

ス ム ース にその概念を理解い ただけるようあらか じめ

簡単に解説を与え，さらにそ こ では触れられてい ない

FIT が考案 された経緯につ い て も解説 してお く．

2　 電磁場の微分形式

　FIT は 電磁場の離散化された微分形式表現 とも解釈

で きる．すなわ ち，微分形式と密接に関係 してお り，

こ れ とうまく対比させ る こ とによ り，
よ りス ム ース に

FIT の概念が理解で きる．この ためまずは じめ に，電

磁場の微分形式に つ い て
，

と りわけ ， 後述の 2 重 グ

リ ッ ドの概念の 説明で重要となる点などに触れなが ら

こ こ に簡単に ま とめ て お く．

　数学ある い は物理で は様 々 に定義が行なわれるが，

最も簡単な微分形式の 定義は，
“

p 階交代テ ン ソ ル場を

もっ て p 次微分形式 とする
”

とい うもの で あろ う．い

ま
， 空間が 3 次元で あるとする と，微分形式は

1一形式 ： ω 1 ； 　 Wxdx ＋ Wydy ＋ ω zdz

2一形式 ： ω 2 ＝ω y 、dy〈dz＋ ω π dz〈dx＋ ω
．Sidx

〈 dy

3一形式 ： ω 3 ＝。　Wxy 。
dx 〈 dy 〈 dz

の 3 種類の み とな り，上記 dx
，
　dy〈 dz

，
dx〈 dy〈 dz

な どが各形式の単位基底 　また Wr
， ％ 。 ，

ω
。 y 。

な ど

をそれぞれ の 形式で の成分 とい う．この とき，1 形式

も 2 形式も独立成分が同 じ 3 個とな っ てお り，これ

は 3次元の微分形式に特有な点で ある．同 じ 3 つ の独

立成分がある とは い えそ の 違い はそ れぞれ 1 階 テ ン ソ

ル （ベ ク トル ）表示 ， 2階テ ン ソ ル表示にすれば明確に

な る．

　　　ω 1・ ＝ （ω
．

ω
，

Wz ），

W ・・
一 （ゐ脳 り （1）

そ して こ れ らの 間の対応を与えるの がテ ン ソ ル代数で い

う完全反対称テ ン ソ ル （レ ビ ・
チ ビタテ ン ソ ル ）であ り，

微分形式で はホ ッ ジ演算子 ＊ （Hodge 　star 　operater ）
に対応する．

　 さて
，

上述の よ うに微分形式で は単な る テ ン ソ ル場

に過ぎな い に もかかわ らず，通常の座標軸の単位 ベ ク

トル の 交代積 i 〈ゴ，
i〈 ゴ〈 h 等 を用 い ず特別の記

号 dx
，
　dy 〈 dz

，
dx 〈 dy 〈 dz を用 い て単位基底が

表わされて い た．それには確か に意味があ り， その記

号から連想 される ように
，

1形式，2 形式，3 形式は

それぞれ線積分，面積分，体積積分 される こ とが前提

としてそれ らの記号が 使われ て い る．実際，dy 〈 dz
，

dx 〈 dy 〈 dz 等の交代積は微小体積要素の代数をその

まま満たすため
，

“

形式的
”

で はあるが
，

154 （40＞

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本AE 財 学会誌　Vot．10，　No ．2　（2002丿

ゐω 1 ， fs・ ・，　 fv・ ・ （2）

をもっ てそれぞれ 1形式の場の線積分 ，
2 形式の場の

面積分，3形式の 場の体積積分として もなん ら矛盾は生

じない ．したが っ て，こ こ であらためて上述の 3 つ の

独立 な成分 をもつ それぞれ別の種類の微分形式で ある

1 形式と 2 形式の 違い が明確になる，すなわち ，
1形

式とは線積分の対象になるベ ク トル 場であり，
2 形式

は面積分の対象になるベ ク トル場である と言える．こ

の 解釈 に したが うと
， 電磁場の各物理量 をどの よ うに

表せば よい かが明確に なる．すなわち，線積分 して電

圧降下や磁気的電圧降下になる E や H は 1形式，面

積分 して 電束や磁束になる D や B は 2 形式となる．

e 　＝ Exdx ＋ Eydy ＋ E 。 dz

h ＝ Hxdx ＋ Hydy ＋ Hzdz

d ，
＝ P 。   〈 dz ＋ Dydz 〈 dx ＋ D 。dx 〈 dy

b ＝ B
．
dy 〈 dz ＋ Bydz 〈 dx ＋ B 。dx 〈 dy

ρ　＝　ρdx 〈 dy 〈 dz

ゴ ＝ ゐ吻 く dz ＋ Jy　dx 〈 dx ＋ 」
。
　dx 〈 dy

（3−1）

（3−2）

（3−3）

（3−4）

（3−5）

（3−6）

　（こ こ に
， 微分形式で表現された物理量を通常の ベ ク

トル 記号と区別 して小文字 を用 い た．）　 そして
，

マ

ク ス ウ ェ ル 方程式等は，外微分演算 d お よび時間微

分 （・： ド ッ ト）をもちい て次の ように表される．

dedbdhdded

ゴ＋ ρ

一b0

ゴ＋ d

ρ．

0

（4
−1）

（4−2）

（4−3）

（4−4）

（4
−5）

　さて もう
一

つ 必要なの が
， 構成方程式で ある が

， 通

常，誘電率 ε ，透磁率 μ の乗算を通 して直接結びつ く

はずの E と D や H と B は，上記で みる よ うにそ

れぞれ微分形式ではそれぞれ 1 形式 と 2 形式 とい う異

なる形式でとな っ てい る．こ の ため微分形式で は構成

方程式は
，

ホ ッ ジ演算子を用 い て

de ； ε
＊

e

b ＝

μ
＊

ん （5）

と表される こ とになる．この ように，通常，電磁気学

で は，ともに単なる同 じベ ク トル と認識 され て い た
，

E ，H ，　D ，
　B は，微分形式では 2 種類に分類 され

る とい う
一

見な じみづ らい 様相となる．しか しなが ら，

その全容は次に説明する 2 重格子空間を想定 して 考え

れば極め て ス ム ー
ス に理解で きる．

3　 2 重格子空間とマ クス ウ ェ ル グリ ッ ド方程式

　電磁場の 数値シ ミュ レーシ ョ ン にあた っ て は い ずれ

か空間を有限次元に落と して表現する必要があ り，そ

の もっ とも簡単なもの が格子化である．すると，上記

微分形式の と こ ろ で述べ たような積分の形式を意識 し

た電磁場の各物理量の格子上 へ の 自然な配置は Fig．1

の ようになる．実際，そ れらは期待され る通 り有限格

子表現で の フ ァ ラ デ ィ
ーお よび ア ンペ ール の 法則に合

致 した描像とな っ て い る．　 しか しなが らこ の とき，

構成方程式で 直接結びつ い て い るはずの E や H あ

るい は D や B は
， それぞれ辺上 ， 面上と格子空間で

の 別の場所にある こ とにな り，物理量の配置に矛盾が

生 じる．こ れ をうま く解決 し電磁場の 自然な描像を与

えたのが，1977 年に T ．Weiland に よ っ て導入 され

た 2 重 グ リ ッ ドの概念で ある ．［1】（Fig．2）すなわち，

3 次元空間を格子状に有限差分化する際，通常の 格子

（G ）に加え，x
，
　y ，

　z 方向に 1 ／ 2 格子ずれたもう
一

つ の格子 （デ ュ ア ル グリ ッ ド ；の を想定 し，E ，　B

は G 上 に ，D
，
　H は G 上 に と

，
それ ぞれ別 々 の

yL

Fig．1：　 Allocation　of 　E，　B　and 　D
，
　H ．

＠

，＠

〜
G

G

＠
　 　 　 　 　 z

　　　　　kl
Fig．2：　 Electromagnetic丘elds 　on 　grid　space ．
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グ リ ッ ド空間に属する もの と解釈する．この ように 2

重グ リ ッ ドを想定するこ とで
， 実際に

，
E

，
　H およ

び D
，
B は

，
それぞれ辺上

，
面上 に配置で き

，
かつ

，

E
，
D と B

，
　H は，同じ位置に配置で き構成方程式

の 描像 も満足で きる．

　 さて つ ぎに，
こ の 2 重グリッ ド上で の 電磁場の方程

式に つ い て 説明する．こ れ まで み て きたよ うに
， 電磁

場の各物理量は い ずれ も線積分な り面積分なり，いず

れ積分 されての み意味の ある量である こ とに着目する

と，と りわけ有限化 されたグリ ッ ド上での電磁場の方

程式の記述に は電場， 磁場， 電束密度， 磁束密度など

よ りもむしろそれぞれその 積分量で ある電圧降下，磁

気的電圧 降下 ， 電束 ， 磁束を用 い るの が 自然で ある ．

た とえば，Fig．1左，右に対 して
， 電場 ， 磁場を各辺の

電位降下 （e ），あるい は磁気的な電位降下 （h）に
，

ま

た
， 電束密度 ， 磁束密度を各面内の電束 （d），磁束（の

に 置き換えて表すと （Fig．3）， それぞれ フ ァ ラデ ィ ，

ア ン ペ
ール の 法則は，X −y 面内で は次の ような有限積

分形に表され る ．

ε
。・ ＋ ey2 − e

。2
− ey ・

＝ 一わ
。 　 （6）

ん。 ・ ＋ んy2
− h。 2

一
妬・

＝ d
。 　 〔7）

したが っ て，例えば各グリ ッ ドの 辺上 の 電圧降下の値

に番号をふ り，考えて い る 3次元グ リ ッ ド全ての面に

対 し（6）の要領で面毎の フ ァ ラデ ィ の法則を構成した

とすると，それは次の ように行列表現される．

1　　
− 1 一1　　　 1 0　　　 0 ：：1

：；1

：：1

らxl

妬2

byl
ら

り2

ら．1
らt2

（8）

　 また，同じような要領で有限グ リ ッ ド上でそれぞれ

電場，磁場の ガ ウス の法則を表現すると （Fig．4 参照）

bxl− bx2一トbyl− by2十 bzl− bz2　＝ 　　0　（9）

d
、，1

− d
。2 ＋ dy・ − dy2 ＋ d

。・
− d

。2 ＝ ρ（10）

y

L

G
　　　起2
一

h
ン1 ‘♂己

h
ン2

マ

Fig．3：　 Electric　voltage 　drop − magnetic 　flux
，

and 　magnetic 　voltage 　droP − electric 　flux，

そして同様に，例えば （9）を全グリ ッ ドに対して行列
表現する と

，

1　 　 − 1 1　 　 　 − 1 1　 　 　 −1 諺

bylbv2

蹟

＝0 〔11）

な どとなる．い ま
， （8）の行列の部分をシ ン ボ リッ ク

に σ
，
電圧降下 の ベ ク トル を e

，
磁束の ベ ク トル を b と

書 くとする と， それは，

Oe ＝ − b （12 − 1）

となる．（ただ し，行列 0 は
一

般に正方行列 となな

らない ．）すなわち，通常の マ クス ウ ェ ル方程式での

フ ァ ラデ ィ の 法則 とくらべ ると， （12−1）の行列 0 は

有限グリ ッ ド表現にお ける rot 演算子 と考えるこ とが

で きる．同様に，（11）の行列を S と書 くこ とにする

と
， （4−2）〜（4−4）の 有限グリ ッ ド上で の表現は ，

Sb ＝ 0

Ch ＝ 」＋ d

Sb ＝
ρ

（12
− 2）

（12 − 3）

（12 − 4）

　　 　　　 G

　　　　乙　
妬

　　　　レl
Fig． 4：　 Electromagnetic且elds 　on 　grid　space

（II）．
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と書き表わ される．ただ し，〜 のつ い た演算子は，デ ュ

ア ル グ リ ッ ドG 上で の演算子で ある こ とを表す．ま

た，ゴ， ρはそれぞれ対応する電流 と電荷の ベ ク トル を

表す．　 そ して こ の とき，

SO ＝ 0，　 SC ＝ 0

cST ＝ 0，　 （ラ5T ＝ 0

（13 − 1）

（13 − 2）

などの恒等式が こ れ らの行列に成り立 つ こ とが直接の

計算で確認で きる．こ れ らは明 らかに，それぞれベ ク

トル解析で の恒等式 ，

div　rot ＝0

rot 　grad ＝ 0

ある い は，微分形式で の恒等式

dd　 ＝　 0

（14 − 1）

（14 − 2）

（15）

に対応する．また，グ リ ッ ドとデ ュ アル グリ ッ ドの

間の トポ ロ ジー的関係を代数的に表 した恒等式と して

0 　 ＝　 （うT （16）

なる関係 も成 り立 つ こ とがわか っ て お り，こ れは微分

形式で い うホ ッ ジ演算子による対偶演算に対応する。

　この ように，有限 2重 グリ ッ ド上で マ クス ウ ェ ル

方程式 に対応する表現を マ クス ウ ェ ル グリ ッ ド方程式

（MGE ）とい い ，それは 3 次元実空間上で の ベ ク ト

ル解析や微分形式による表現同様 有限グリ ッ ド空間

上で 閉じた無矛盾な理論体系を構成 して い る．そして，

こ の MGE に基づ い て行なう数値計算法は，　 Finite

Integration 　Technique （FIT ）と呼ばれ て い る．

こ の ように有限なグリ ッ ド空間な りにそ の 中で閉じた

体系の電磁気学に基づ い て 数値解析を行な うこ とで ，

極め て安定なシ ミュ レー
シ ョ ンが可能となる．そ して

さらに，サ ブ グ リ ッ ド
，

ス ム ース 境界な どの 非常に数

値ノ イズの 影響を受けやすい 定式化にお い て も安定解

を得 る強力な指針が与えられる こ とになる ．実際 ， 数

値モ デ ル にお い て 部分的に微細構造が あ りサ ブグリ ッ

ド化を行な い た い 場合， 通常の サ イズの グリ ッ ドとサ

ブグ リ ッ ドとの問の場の変数の補間公式で は，さまざ

まな選択枝の うちあ くまで 上記の公式 （13）， （16）が成

立するよ う補間係数を選ぶ ことに より，数万回，数十

万回の 時間発展の計算に お い て も安定な数値解が得 ら

れる こ とがわか っ て い る．図 また，境界が かならず

しも格子に沿わず格子を斜め に横切る ような場合，従

来， 境界部分で は境界形状にあわせて格子をカ ッ トし

多角形化し，その周辺に沿 っ て積分を行なうコ ン トア

パ ス 積分の方法がポピ ュ ラ
ー

に行なわれて い た．FIT

では こ の コ ン トアパ ス積分法に よ り上記の 公式 （13），

（16）が 満た されな くな る の を避け ，
む しろ多角形状化

の影響を構成方程式に組み込む方法で定式化すること

に よりや は り多数時間ス テ ッ プで も極めて安定な解を

得 ることがで きる こ とが示されてい る．

4　 FIT とホ イ ッ トニ ー形式による郁 艮要素法

　（8）， （11）にみ られる ように，演算子 0 や S が 一1
，

O ，
1 だけの成分か らな っ て い る こ とか ら，公式 （13），

（16）は，グリ ッ ドの トポ ロ ジ
ー的な性質に よ る もの で

，

定式化の 際に前提と した座標系の とり方な どとは無関

係に成 り立ち， 有限グリッ ド空間に お い て本質的な関

係式で ある こ とを示唆して い る。微分形式の 体系が座

標系の概念とは無関係に多様体上 で成 り立ち，前節で

み た ように電磁場の各成分の格子上へ の 配置がその微

分形式の理念に矛盾 しない よう FIT の 2 重グ リ ッ ド

構造が導入された こ とを思い 出すと
， （13）， （16）が本

質的な関係式であるこ ともまた理解で きる．近年，こ

の ような試みは有限要素で も行なわれ つ つ あり，
とり

わけ，ホ イ ッ トニ ー形式に基づ い た有限要素法に 2重

グリ ッ ドの概念を取 り入れる研究が，Bossavit教授に

よ り活発に議論 されて い る．［3〕すなわち，FIT もホ

イ ッ トニ
ー
形式 FEM も

，
ともに有限次元空間上で の

マ クス ウ ェ ル 方程式の 再定式化 を行なうもの （FIT の

マ クス ウ ェ ル グリッ ド方程式に対応するもの ）で，そ

の違 い は数値解析文橡 を表現する座標空間の 違い の み

で ある とい うこ とが で きる．

5 　 FIT と FDTD

　もう
一
点，FIT と FDTD との 相違つ い て 簡単に ふ

れてお く．こ れ までみたように FIT とは
，
　 MEG を．

ベ ース に構成 された数値解析手法全般 をさす もの で，

電磁波の 方程式を中心差分化 した FDTD とは基本概

念を異に して い る．しか しその
一
方で

，
FIT の 2 重グ

リ ッ ドは
， やは り Yee 格子を拡張的に修正 した もの と

考える こ ともで きるわけで，電磁波に対する数値解析

の実際の プロ グラ ム コ ー
ドの レベ ル の 公式で は

，
FIT

は FDTD とほぼ同 じもの にな っ てい る．

（43） 157

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本AEM 学会誌　V（）1．10，　No，2　（2002）

6　 FIT が考案された経緯

　FIT の基本概念はその名の とお り（6）， （7）， 〔9）， （10）

に見られる マ クス ウ ェ ル方程式の有限積分表現である．

1975 〜 1977 年 ，
T ．　Weiland は

， 当時 ，
ダル ム シ ュ

タ ッ ト工科大学で の博士論文で，そ の 最初の着想 を導

波路 の周波数領域解析 を通 して見 い 出 した．その後，

1978 年に CERN に移 り，その こ ろ計画が進行中で

あ っ た LEP 加速器の加速空洞の 設計応用 に際 し時

間領域解析へ と展開させ た．そして，1980 年さらに

DESY に移 っ た後 ， 現在 MAFIA として知 られて い

る商用 コ
ー

ド開発に着手し，そ の基礎概念 として FIT

を用 い た．MAFIA はその 後 ， 彼 自身に よ っ て設立

した CST 社か ら発表された，　 FIT の実用プ ロ グラム

コ
ー

ドの 開発経緯は次の ようで ある．

1980198119831984

0σ
・
20

ソ

OQVO12

BCI コ
ー

ド（軸対象航跡陽周波数領域解析）

TBCI コ
ード （同時間領域解析 コ ード）

URMEL コ
ー

ド（共振空洞固有モード解析）

MAFIA 　ver ．1（FIT 商用化 コ ード，　UNIX ）

その 後、ver ，2 （1985 ），
　ver ．3（1989 ），

　ver ．4（1995）

CST 　Microwave　Studio（PC 用商用化 コ ード）

CST 　EIectromagnetics　Studio ，
　Design 　Studio
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