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團 逆問題

ラ プラス 方程式の コ
ー シー 問題 と逆向き熱伝導方程式の 直接解法

Adirect 　numerical 　method 　f（）r　the　Cauchy 　problem 　of 　the 　Laplace

equation 　and 　backward 　problem 　of 　the　heat　conduction 　equa 七ion
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Member

　　An 　inverse　boundary 　 value 　problem 　fbr　the　Laplace　equation 　is　 considered 　 fbr　the

丘rst　topic．　 The 　Dirichlet　and 　the　Neumann 　data　are 　prescribed　on 　 respective 　part　of 　the

boundary
，
　 while 　there　is　the　second 　part　of 　the　boundary 　where 　no 　boundary 　data　are

given．　 This　ill−posed　problem 　of　finding　unknown 　values 　along 　the　whole 　boundary　is

ref（）rmulated 　in　terms　of　the　variational 　problem ，
　which 　is　then 　recast 　into　primary 　and

adjoint 　boundary 　value 　problems　of　the　Laplace　equation 　in　conventional 　fbrms．　 A 　direct

method 負〕r　numerical 　solution 　of　the　boundary 　value 　problems 　using 　the　boundary 　element

method 　is　presented。　When 　a　temperature　distribution　on 　a　boundary　of　a　heat　conductor

lbr　each 　time 　and 　a 　temperature 　distribution　in　the　domain 　at 　the　present　are 　given，
　the

problem 　of　looking　for　the　temperature　distribution　on 　the　past　in　the　domain 　is　called 　a

backward　heat　conduction 　problem ，　We 　construct 　a 　high　order 　finite　difference　method 　for

the　second 　in　order 　to　solve 　this　ill−posed 　backward 　heat　conduction 　problem ．　Our 　method

consists 　of 　replacing 　a 　derivative　of 　a 血 11ction 　with 　a 　linear　combination 　of 　the　values 　of

the　function　at 　arbitrary 　locations．　 In　numerical 　experiments 　 we 　recollstruct 　 a 　solution

of 　the　one −dimensional　backward　heat　conduction 　problem 　under 　the　Dirichlet　boundary

condition ．
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，
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points，
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1　 緒言

　偏微分方程式の 逆問題 と して ，おそ らく最 も典型的

な話題であるラプラス 方程式 の コ
ー

シ
ー

問題 と逆向き

熱伝導方程式 を取 り上げる ［1］。 これ ら 2 つ の 逆問題

が数学的な意味か ら非適切で ある こ とは どうしよ うも

ない 事実であるが ，解くべ き状況 を制限すると，数値

　　連絡先： 大西和榮 ，
〒 310−8512 水戸市文京 2−1一ユ

， 茨城大学

理学部，e−mai1 ：   nishi ◎mx ．ibaraki．ac ，jp

解法の 立場か らは ， そ の ような非適切性はさほ ど障害

とは感 じられな い ばか りで はな く ［2］， 今後の数値解法

の 分野 に新 しレ観 点を開く手 法を招来する か も知 れ な

い こ とを示すこ とが本報の 目的で ある。

　 逆問題 の 数値解法で は勢い 反復法が主流で あ っ た。

本報にお い て は直接的な解法 として
， 境界要素法を応

用 した方法と
，
メ ッ シ ュ フ リーの 高精度差分法を， ラ

プラス 方程式の コ
ー

シ
ー

問題 と逆向き熱伝導方程式 へ

適用 した事例を示す 。
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2　 ラプラス方程式の コ
ー

シ
ー

問題

2．1　 ラプラ ス 方
．
程式 の コ

ー
シ
ー

問題 とは

　2 次元 xy 一座標平面 R2 内の 区分的に滑らかな曲線

F で 囲まれた領域を Ω とする。この 領域の 内部で 未

知関数 u （x ）につ い て の ラプラス 方程式

一△ u （x ）＝0，　x ＝（Xl ，
x
’
2）∈ Ω （1）

を考える。境界曲線 r の
一

部 7 にお い て ，lt（x ）の

値 a と
，
そ の 外向き単位？2線 ベ ク トル n 方向 の 微分

係数 ∂u （x ）1∂π の値 σが tJt一えられ て い るとき ， すな

わち

　　　　　　 ∂TL

烱 認
，

〜濡
囮 ＝ ¢ cE7 ⊂ P （2）

の とき，（1）と （2）を満たす u ＠）を Ω 全体にお い

て 求める こ とがラプラス 方程式 （1）に対する伝統的な

コ
ー

シ
ー

問題 （初期値問題 とも言われ る）で ある。

　 こ の節で は伝統を幾分緩めて
， 境界曲線 r「の

．一
部の

弧 rtLで 祝 が与え られ
，
かつ r の

・
部 の 弧 rq で す

が与えられた とき， すなわち

u （＝ ） ＝ 麗
，

∂u

　 回 　一 a，

∂n

m ∈ 1
「

tr

m ∈ rq

（3＞

（4）

の とき
， （1）， （3）， （4）を［司時に満たす u （x ）を Ω 全

体に お い て求め る こ と を問題 とする。

　2 っ の 弧 ru と rq とが
一一

致すれ ば
，

こ の 問題は伝

統的な コ
ー

シ
ー

問題 となる。  と F
σ

に 其 通部分 が

な く，
かつ F．，t と rq とを合併す ると P 全体 となる

とき，問題 （1）， （3），（4）は混合境界値問題 と呼ばれ ，

これ も伝統的な問題の 1 つ で ある 。 これ らの他 ， 過刺

決定系や不足決定系も問題 （1），（3），（4）の 枠組に人 っ

て い る。

　こ の ようなわけで ，r 邑t と P
り
相互 の 位置関係やテ

ー

タ ・a．
， なに応 じて 問題 （1）， （3）， （4）の 解は存在する こ

ともあれば存在 しない こ ともあ t）　，
た とえ存在した と

して も，
．．
意 に存在するとは限 らない ，，解が存在する

ためには
，
与えられたデ

ー
タ π

， a は次節の 境界積分

方程式 （9）を満たす之要がある （［3］p．287 注意 5．3）。

こ の よ うな問題 の 数値解法に 関する最近 の 研 究 に つ い

て は ［4］の 参考文献がある。

2．2　 コ
ー一

シ
ー

問題の 解法

　境界 F に対す る弧 r
，ピ

の 残 りの 部分 （補集合）を

聡 ＝＝ r’　XT．，， r に対する F
σ

の 残 りの 部分 を 駕
＝

r ＼1
「
q で表す。 コ

ー
シ
ー

問題 （1）， （3）， （4）の解が存

在するか しない かに拘 らず ， 汎関数

・（・ ） 一

ん1卿 団 卵 ・（・・）

　　　　　　　　　・・ズ1・圃 2
岬 ・）

を最小 とする ω （m ）（x ∈ 1
「
皀）を求め る変分問題を考え

　　　　　　　　　　　 ∂
る・ こ こ に

， q（・・；の ＝
翕ψ ・・ ）で あり

， ψ 切

は次の 第 1種境界値問題の 解とする。

一△IL（x ；w ）　 ＝ 　O
，

　　u （m ；ω ）　＝　a，

　 u （m ；ω）　＝ 　w
，

x ∈ Ω

x ∈ Tux

∈ rfs

 

（7）

（8）

式 （5）の 実数 η ＞ 0 は
，
正則化項に 含まれる正則化 パ

ラメ
ー

タである。境界値 ω を与える毎に解 u （m ）が

決 ま る こ とを強調す る ため に
，
u （Xl ω ）と書い た。

　問題 （6）一（8）の 解は ，次 の 境界積分方程式を満足 し

なければな らな い こ とが知 られ て い る 同 ［6］。

讐
）’

・t（・・蝋 撫 ξ）u （Xl ・ ）dF （・）

　　　一 訴・＠・ξ）卿 ）・P （・・）・ ξ・ P （・）

こ こ に，θ（ξ）は境界 r 上 の 点 ξか ら領域 Ω を

臨むときの 内角の大きさをラ ジア ン で測 っ た値であ

る。 また ．G （Xi ξ）は 2 次元 ラプ ラシ ア ン ム の 基

本解で あ り
，
2 点 m

， ξ問の距離 11m一ξIIを用 い て

a （Xl ξ）＝（
− 112π ）1n　11x一ξIIで 与え られ る、、

　汎関瞰 」（ω ）の 最ノ1値は
，
」（ω ）の 第 1 変分 ．1t（ω ）δω

におけるフ レ ッ シ ェ 微分 」
’

（w ）がゼ ロ とな る よ うな

最小化関数 U！（m ）で与え られる。実際，こ の よ うな

，J’

（ω ）は

　　　　・J
’

（w ）一磊ゆ ・・ い ・ pa　（1・）

で 与え られるこ とが知られて い る ［7］。こ こ に
，
v （Ml の

は次の 第 1 種境界値問題 の 解 とする t一

　　　　
一△ 1，（x ；w ）＝0，　　　　 m ∈ Ω （11）

v （m ；ω ）　＝ 2［（1 十 η）q（x ；ω ）
一

なゆ）］，
x ∈ rq（12）

　　　 v （c ；ω ）− 2ηq（x ；w ）， 　 m ∈ 「1（13）
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問題 （6）一（8）は
， 汎関数 （5）に対する元問題 と呼ばれ ，

（11）
一
（13）は こ の 元問題に対する随伴問題と呼ばれて

い る。

　随伴問題 （11＞一（13＞の解もまた
， 次の境界積分方程

式 を満足 しなければならない 。

讐
〉
・（ξ・・ ）・fr

−
一

∠呶 ）r （・ … v）dr（・ ），

∂G

万万（x ；ξ）u（x ；ω ）dP（x ）

　　　　　　 　　　∂
こ こ に

，
r（・ i　・ ）　・

　S． ・ （・ i　w ）で ある・

ξ∈ r （14）

　2 つ の境界積分方程式 （9）と（14）を境界要素法 ［6］
によ っ て離散化した結果を

，
それぞれ

［H ］｛u ｝　＝ 　一［G ］｛q｝

［H ］｛v｝　＝　
一
［G ］｛r｝

（15）

（16）

と表す。境界 P 上に取 られた節点の 個数を n とする

とき ， ［H 】と ［G ］は n × n の行列となり， ｛u ｝， ｛q｝，

｛v ｝， ｛r ｝は u，
， q，

　v
，
　r それぞれ の 節点近似値の n 次

元列ベ ク トル で ある。

　弧 ru に属する節点の 個数を nl とし，　rg に属する

節点の個数を n2 とする。唾 ＝ n − nl
，
nS 　＝ ＝　n − n2

とお く。 列 ベ ク トル ｛u ｝の 成分 の うちで Pu 上の 節

点値を集め て n1 次の 列ベ ク トル ｛Ul ｝を作り ， 残 り

を nf 次の 列 ベ ク トル ｛U2 ｝とする。列ベ ク トル ｛q｝
の 成分の うちで Pg 上 の 節点値を集めて n2 次の 列 ベ

ク トル ｛q2｝を作り
， 残 りを 略 次の列ベ ク トル ｛q1｝

とする。すなわち ，

｛・ ｝・・＝｛藍1：出 桧
｛q｝一｛　91　：：　ili｝　＃…

（17）

（18）

列ベ ク トル ｛v ｝， ｛r｝に つ い て も同様の分割を行い
，

｛v ｝一｛
Vl ・ nP 弓
V2 　011　1「9 ｝薙

｛r｝一 ｛
rl 　 on 　 Pt，

r20nrz ｝塀

（19）

（20）

とする 。
こ れ らの 分割 （17）一（20）に応 じて

， （15）と

（16）を次 の ように分割する。

nl 　 πi

・ ［Hi
’） Hl

’）

］｛：1｝
唾　　n2

一
［・i

’・
・鯛倒

　　　丐　 　 　 　 　 　 n2

・ ［H12
・ Hl2 ・

］倒
　　 nl 　 ni

− ［ci2
・

・釧｛；1）

（21）

（22＞

　元問題 （6）一（8）と随伴問題 （11）一（13）における境界

条件を境界節 県値ベ ク トル に書きなお した条件 ｛Ul ｝＝

｛Ul ｝，　｛u2 ｝　＝　｛w ｝，　｛VI ｝　＝　2η｛q1｝，　｛v2 ｝　＝

2（（1 ＋ η）｛q2 ｝一｛q2｝）と ， （10）か ら得 られる最小

性 の 必要条件 ｛r2 ｝＝ ｛O｝を用 い て
，
2 つ の 方程式

（21＞と （22）とを連立 させ る。そ の結果得 られ る 2n

元嗹 立 1崩 賦 を譌 闃 直ベ ク トノレ ｛ω ｝， ｛q −L｝，

｛q2｝， ｛rl ｝に つ い て解く。

　正則化パ ラメ
ー

タ η の値は
，
デー

タ 窃
， 4 に含まれ

る観測誤差の 大き さと ， 境界要素に よる離散化 の 精度

に応 じて適当に決めるこ とが望まれるが
， 実際は ， 離散

化 された汎関数 （5）に基く L一カーブ法 ［8］によ っ て

決定する。

2．3　 コ
ー

シ
ー

問題 の 数値例

　 コ ーシー問題の例を Fig．1 に示す。内半径 1
， 外半

径 3 の 厚肉円筒固体内の 定常烈 云導問題 とな っ て お

り
， 問題の対称性を考慮 して

， 図 に は 半径 0．5 の 冷却

ダク トとともに円筒断面 の 1／12 が示 され て い る．円

筒外表面 EF に お い て表面温度 a と伝達熱流束 4 が

デー
タとして 与えられ て お り

，
さらに

， 冷却ダク ト表面

CD 上 で はニ ュ
ー トン 冷去阿 ＝ σ （u − ’

Uf
」．）に従 うも

の とす る。 こ こ に ， σ ＝ 0、4 は熱伝達係数 Ua ＝ 20

は冷却水 の 温度を表す。境界 BC
，
　DE

，
　FA は対称面

で あ る の で q＝ 0 とな っ て い る。外表面 EF で の 温

度 と熱流束を測定し て ，内表面 AB ヒで の 温度を求め

る こ とが
，

こ こ で の 問題 となる。

　 全境界 ABCDEFA に沿 う温度分布 と熱流束分布

を Fig．2 に示す 。
こ の 図にお い て Forwardの マ

ー
ク
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F

3　 逆向き熱伝導問題

A

　 　 　 　 　 　 　 Ω

　、〜3qr．　　 す ＝ o
σ
　 　 　 　 　 　 B

− 　　1　 −一一x −一

π

サ

嘉
二

秘

q＼蛔γ
q ＝σ （・↓

− u の

0．5
す＝0

μ
　

　

C1

Fig．1　 Steady　state 　heat　condllctiQn 　problem

は AB 上 で a ＝200
，
　EF 上 で a ＝ 15 を与 えた混

合境界値問題の 境界要素解である。Over−deterlnined

の マ ークは AB 上 で の 未知温度 を ，
　 EF 上で 与えた

a ＝ 15 と Forward で の 計算結果 a を用 い て求めた

境界要素解で ある。順問題 と逆問題の計算結果を比較

すると，表面温度で 5％，表面熱 充束で 20％ の 誤差が

み られた。さらに
， 入力データ に 人 工的に 誤差を 5％

な い し 10％ ラ ン ダム に加 えて 正則化の 効果を調 べ た

が
，
L一カー

ブ法で は 明瞭な L 字型 が得られ ず ， η
＝ 0

と取 っ て もよい と判断 された ［41。

O
日

口
P

剣

H
Φ

昌【
員

湧
［

2001801601401201008U60402

〔｝

　 o

OVεr．d9 しe 【mme （1　 ●

　　　　　　 FDrWard 　　O

→

B

θ

A　　 B　　 C

100500501

ぴ

歪
＝

レ
器
コ

一150

一200
　 A　　 B　 　C

rD

　　 E　　 F A

FD

　　 E 　　 F A

Fig．2　 1dentified　temperatures 　and 　heat　fiuxes

60 〔12）

　本節で は，任意の 位置に求積点を配置で きる高次の

差分法を構成する。解が不安定となる逆向き熱伝導問

題に対 して本手法を適用する。

3．1　逆向き熱伝導問題 とは

　1次元逆向き熱 云導問題を考える。 開区間 （0，1）に

よ っ て表 され る熱伝導固体内 の 点 x’1 ∈ （0 ，
1）に お け

る時刻 ＝2 ∈ ［O，　T］での 温度 を 11．（Xl ，
．T2 ）と表すこ と

にする。こ こ で
，
T ＞ 0 は最終時刻を表す。各時刻

X2 ∈ ［O．T］における表面温度 UO （X2 ），
　Ul （X2 ）と

， 最

終時刻 x
’
2 ＝ T における熱伝導体 の 温度分布 UF （Xl ）

が 与え られた とき
，

　　　　　　　 ∂2u∂IL

伽
（・X17 ×2）＝

研
（岫 ），

　　　　　（Xl ，
2ヲ2）∈ （0｝

1）× ［0｝
T ），

｛
　 u （O，

　．T2 ）− Uo （x2 ），

　　　　　　　　　　　　x2 ∈ ［O，
T ］，

　 u （1，
x2 ）− u1 ＠2）、

　 lt（XllT ）＝ UF （毋 1）， 　 x ］ ∈ （O ，
1）

（23）

（24）

（25）

を満たす （0，
1）× ［0，

T ）一ヒの 関数 ？t，を求め る問題 を

逆向き熱伝導問題 とい う。

　逆向き熱伝導問題は解が不安定で あ る とい う意味に

おい て非適切問題である ［9］。 さらに
， 勝手な温度分布

UF （Xl ）に対 して解が存在する わけ で は な く， 然るべ

き実解析的な関ik　11．1，・（Xl ）に対 して の み解は存在する

（［1］p ，69）。逆向き熱伝導問題 の 数値解法に関する研

究にお い て
， 多倍長計算とス ベ ク トル 選 点法を用い る

こ とで
， それぞれ丸め誤差と離散化誤差を任意に 小 さ

くする手法が既に提案 され て い る lio］。

3．2　 高次差分近似法

　次項以降の 表記法を簡 田剳匕す る た め に多重指数を導

人する。非負整数 の 集合 Z
＋

＝ ｛O，
1

，
2

，
．．．｝の 直

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ？7t

　

積集合を Z 望 ＝ Z
＋

× Z
＋

× …
　 xZ

＋
と表す。元

α ＝ （α 1，α 2，＿ ，α ，n，）∈ z   を多重指数 とい う。

多重指数 α の 長さを 1α ［＝ α 1 ＋α 2 ＋
…

＋ α m によっ

て 定 め る．ベ ク トル x ＝t
（＝ 1 ，

x ？，
＿

，
x’m ）∈ Rm

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ア

の 長さと して lx ＝　Σ 」5量を用い る。ベ ク トル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

x の べ き乗を x
α

：＝埓
上

岨
2 ・・

濡 伽 によ っ て定め

る。多重指数 α の 階乗を α ！：＝ α 1！α 2 ！… α m ！に
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　　　　　　　　　　　　　 ∂
α ・＋ α 2＋’”＋ α

凧

　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　をよ っ て 定め る。 微分作用素
　　　　　　　　　　　　∂碍

1
∂略

2 … ∂x9 −

m

　　　∂1α 1
∂

α ＝ 一 と表寸
n
。

　　　∂x α

3．2．1　 高次差分近似

　求積点を任意の 位置に配置で きる高次の差分近似を

導入する。N 個の 求積点 x ＝
t
（Xl ，

　x2 ，．．．，Xm ），

・・
ω 一 t

（・　l」），
　 ・1ゴ）， ＿

・點 ・ Rm 　 お

よびベ ク トル h ＝
t
（hl，

　 h21 ．．．
，
　 hm），んω ＝

t
（碎

）
，
hY ）

，
＿ 臨 ）

）・ Rm は m （」）一 ・ ＋ んω
，

ゴ＝0，1，＿
，
N − 1 を満たすとする。だた し x （j），

ゴ＝ 0
，
1

，
＿

，
N − 1 は相異なるもの とする。

　実定数係数 αα をもっ μ 階の線形微分作用素

P （∂）・一 Σ ・ ・ ∂
α

　 　 　 　 1α 1≦μ

（26）

に対し
， 導関数の 値 P （∂）u （x ＋h）を u （x

（」）
）， 」＝ 0

，

1，．，．，N − 1 の
一
次結合に よ っ て近似するこ とを考

える。すなわ ち
，
重み w ゴ（h）∈ R によっ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N − 1

　　P （∂）ψ ＋ ん）’　 Σ W
」（h）ψ

（ゴ）
） （27）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」
＝0

の形で表現する 。 近似 （27）を P （∂）の h と h （」）
，

ゴ＝ O
，
1

，
，．．

，
N − 1 に関す る高次差分近似 と呼ぶ。

　近似式 （27）の 各辺を m に関 して フー
リエ 変換した式

を等置する こ とに よ っ て
， 重み 妨 （h）， 」＝011，．．．，

N − 1 を決定する。 その た め に
， 関数 u は iα 1≦μ と

なるすべ て の α に対して ∂
α

u ∈ Ll（Rm ＞∩L2（R
’
「n

）

で あるとする。
こ の とき

， 関tw　u の フ
ー

リエ 変換は

・ 團（ξ）・− fR。ψ ）・
− V − lg・xd

・ ， ・・ Rm

によ っ て定義 される。 この フーリエ 変換にお い て
，

丿
7

［P （∂）u ］（ξ）　＝　　P （v
／＝iξ）丿

「

［ul （ξ）， （28）

フ
r
［u （・十 h）］（ξ）　＝　　eV

：：丁ξ幽h 丿7
［u ］〔ξ）　　　（29）

が成 り立っ 。

　近似 式 （27）の 各辺 をフー
リエ 変換する と

，
フ
ー

リ

エ 変換 の 性質 （28）， （29）より
，
左辺 と右辺 は それぞれ

f ［P （∂）
・
“ （
・
＋ h ＞1（ξ）一

’
P （V：iξ）・・肩 ξ

』h
∫［・ ］（ξ），

・

匿轡
・幽

　　　　　
一

Σ… h ・evCi
／ξ’hω

∫ ［・］（ξ）

となる。こ の 2 式が等 しい とする こ とで等式

｛・ ・A ・）一熱・〆 謁

｝・囮（ξ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝0

が得られる。

　実数パ ラメ
ータ ρ ＞ 0 を とる。形式的に V

’
＝Tξ

を ρ（h（i）− h）で 置き換 えた式が
， す べ て の i ＝

O，1，．．．，N − 1 と， あらゆる f ［u ］に対 して成

り立っ ため に は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 N − 1

P （ρ（ん
ω 一ん））一Σ w

、（ん）ε
ρ（ん

ω 一h）
’
（h

（s）一ん）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

となるこ とが必要十分で ある。　 こ こで 　1，」（h）　 ：＝

eρ（h
（t）＿h ）〈h

ω 一h）
， qt（h）：＝ P （ρ（h（t）− h））と置く

とき，N × N の行列 Lh ＝（1、j（h ）〉と N 次の 列ベ

ク トル ω h ＝（w ゴ（h ））， qh ＝ （qi（h ））を用い て
，
式

（30）は連立
一次方程式

qh ＝五h ω h （31）

で 表され る。
こ れ よ り重み 筋 （h ）は Wh ＝ Lガqh

で 定め られる。ただ し
，
Lh が正則で ある場合の み を

考える。

3．2．2　熱方程式 の 離散化

　高次差分近似 （27）を用 い て 逆向き熱伝導問題を離

散化す る。

　時空領域 Ω ＝ （0，
1）× （O，T）に対 して Ω

＋
＝

Ω U （（0，
1）× ｛0｝），

r − ＝：∂Ω ＼（（O，
1）× ｛0｝）とお

く。境界 F 一上 で デ ィ リク レ デー
タ

瞬 ｛欝1諤糊
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が与えられて い るとする。こ の とき，微分作用素 P （∂）＝

⊥ 丞 。∂（・，・）一∂（・．・） 1，対して

　　　∂堵∂x2

P （∂）u （m ）； 0
， 　m ∈ Ω＋

　u （x ）＝霞（x ），　x ∈ F一

（32）

（33）

を満たす関数 ’tS を求める境界値問題は
， 逆向き熱伝導

問題 （23）一（25）を多重指数を用 い て書き直した もの で

ある。

　領域 Ω
＋ 内に求積点 al 

，
鳶＝0

，
1

，
．．，

，
N − 1

を とる。恒等作用素を 1 とするとき ， 微分作用素と

デー
タを

＆ （∂） ：＝

fkl：＝

｛
　P （∂），　〔む  ∈ Ω ⊥

　 f，　 ω
 

∈ r −

｛
　O

，　　　 コ麌  ∈ Ω＋

　包＠  ）， 餌
 

∈ L

と置くこ とで
，
境界値問題 （32）

一
（33）を

P 、（∂）u （m
（k）

）− f、， κ一〇
，
1

，
，．

”
N − 1 （34）

として 離散化を始める。

　任意に k ∈ ｛0，
1，．．．

，
N − 1｝をとり固定する。

高次差分近似 （27）か ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Iv −1

　　　　Pk（∂）u （m ｛k，））駕 Σ 聾 ，ψ
ω

）　 （35）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝0

と近似 し，重み ω k」，」 ＝ O，1，＿ ，N − 1 を

計算する。高次差分近似 （27）の 重 み が連 立
．一．
次方程

式 （30）の 解として与えられる こ とか ら，重み 叫 コ，

ゴ＝ 0
，
1

，
．，．，N − 1 を連立

一
次方程式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 AT．1

Pk（ρ（h（z＞…h （k）））一 Σ ω ・，
e ρ（h

〔t ｝一愈 （ん
ω 一h （A

’
b

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 フ
＝〔〕

　　　　　　　　　　　i ＝O
，
1

，
＿

，
N − 1 　（36）

の解と して 与える こ とが で きる．こ こで
，
列 ベ ク トル

q （k）・一 （の と彳了列 L ・・一 （獅 を

　　　　q5k
）

：一 ＆ （ρ（ん
ω 一一h（k｝

）），

　　　　匠
（甸

、＿ 。
ρ（んω 一ん 

）（んω 一ん防
　 　 　 　

’
t3

と置 くこ とによ っ て ，未知の 重み u 殉 か らなる列 ベ

ク トル 初   ＝（Wb 」）は
，
連立

一
次方程式 （36）より

q   ＝Lkw （k）に よ っ て定まる。すなわち

ω
｛k）＝ゐλ「

1q 〔k）
（37）

を得る。

　方程式 （34）と高次差分近「以（35）から，真値 u （m （J））

に対する近似値 U
」 ， プ＝＝ 　O

，
1

，　 ，
，
N − 1 は連立

次方程式

）83（1…N，
・10＝々た〜＝

　

丿

　

鰯

M

Σ
凶

の 解 と して定め られる。行列 W ：＝
t
（ω   ω （1）ttt

w （N − 1））と列ベ ク トル u ＝（UJ ），∫＝ （fk）， 」，
　k ＝

0
，
1

，
．，．

，
N − 1 を用い る こ とで

， 連立
一

次方程式

（38）は Wu ＝f と表される。 よっ て近似値 U
」， 」＝

0
，
1

，
，．，

，
N − 1 は

で与えられ る。

3．3　数値計算例

u ＝ w
−if

（39）

　数値結果を示す。正定数 a に対 して境界デ
…

タを
　 　 　 　 　 　 2　　　　　　　　　　　　　　　　　 2
Uo （，T2 ）＝ ε

一a ＝ 2
，
Ul （x2 ）＝ e

− a 毋 2　cos α によ っ て
，

最終デ
ー

タを UF （X1 ）； e
− a211 　COS 　ax

’
1 に よ っ て 与

える。こ の とき ， 逆向き熱伝導問題 （23）（25 ）の 解は

u （Xl 、x2 ）＝eLa2
＝ 2　cos 　axl で ある。定数 a ＝ 2

， 最

終時刻を T ＝ 1，パ ラメ
ータ を ρ

＝ 0．1
，
求積点数を

N ＝60 と置く。

　Fig．3に求積点 x （」），ゴ＝＝　o，1，．．，，59 の 配置を

示す。求積点は Ω＋ ，
F一 の それぞれ に 30 点ずつ ラ

ン ダム に配置されて い る。正方形 圃 は r一上 の 求積

点を表 し
， 菱形 ◆ は Ω＋ 内の 求積点を表す。

1
◇

◆

◆　◇

◇

◇　◆

◇　　　◆

8

◆
◆

◇
◆

◇ ◆
◇

◇
◇

欝 2
◆

◆
◆

◇
◆

土

0 1
広 1

Fig ，3　Quadrature　poirlts

　Fig．4 に数値解の等高線 と真の 解の 等高線を重ね て

示 した／t 数値解にお い て振動現象は見 られな い こ とか
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ら，逆向き熱伝導問題に対する本手法の安定性が期待

で きる。さらに
， 数値解は真の 解に近 い こ とが分か る。

実際 ， 数値解の維 対誤差は

E 　 ：
＝　　 　 　max

　 　 　 　 ．ア＝0，1，＿，N − 1

　　＝　　L7 × 10
−2Uo

− u （m
（の
）

で あり， 不安定な問題に対する数値計算として は良い

結果で ある。

1

X2

匿 。 、

1

Fig．4　Numerical （
一

）and 　true ←一→ solutions

　パ ラメ
ー

タ ρ
＝ 1

，
求積点数 N ＝ 100 の とき，最

終デー
タ UF における余弦関数 の 周波数 α と誤差の

関係を Table　1 に示す。周波数 α が大きくなるほど

誤差 E が増加す るこ とが 分 か る。

Table　l　 Frequency　a 　and 　error 　E

に
，
n ＝ 1

，
2

，
3

，
．．，とする。 領域 Ω 内およ碑 叨期曲

線 7 上に N 個の 求積点 毋
 

，
k ＝ O

，
1

，
．．．

，
N − 1

をとる。 この とき ， 自然数 No ≦ 1＞1 ≦ N に対 して
，

番号 k ∈ 1Ω ：＝｛O，
1

，
＿

，
Ne − 1｝の求積点を Ω 内

に とり， 番号 島 ∈ 170 ：＝｛No ，
　No ＋ 1

，
＿

，
Nl − 1｝

および kE 　」7・ ・一｛N ・，
N ・＋ 1

，
．．．

，
N − 1｝の求積

　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂
2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂

2

軸 上に t6 ・微分｛7M素 P （∂）＝

研
＋

爾
冪

△ 一▽
2

と ・
・▽ 一・ ・激・魂 ÷ ・対・

，

　　　　P ・・・…一｛驚 無

　　　　　f・　・一｛｝爵繊
と置くこ とで ，コ

ーシー問題を （34）として離散化を始

め る。

　Fig．5 に N ＝ 100，　No ＝ 50，　Nl ＝ 75 とした

ときの求積点 の 配置を示す。求積点 は Ω
， 7 の それ

ぞれ にラン ダム に配置されて い る。 正方形 膃 は番 号

k ∈ 」
ッo に 対する求積 煮，

三角形 ▲ は番号 k ∈ Jft，1

に対する求積点 を表 し
， 菱形 ◆ は Ω 内の 求積点を

表す。

◆

◆

◆　

◆

◆

◆

ゆ

◆

1

aE 113

× 10
−6

357x10
− 1

511

× lol

　

◆

◆

◆

◆　

．
1

◆−．．．−
ゆ

◆ρ．
◆

…．
．．
b

　

　

2

　

　

aサ
▲

　 　　　　　 　　　　　　　 　

　　　　 ◆ ◆　 1

ン
◆

◆ …
　　　　 ◆　

◆

　◆

　 　 　 ◆

　 　 　 　 　 ◆　　　 ◆

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ◆

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 や

　 　 　 　 ◆
◆

　 　　　 　　 　　 ○　　　 ◆ 例
　 　 ◆　　 ○　　　　　　◆

　 　 　 　 　 　 　 　 　

か▼ ▼ワ VVVV
・
r藁「

・称「V Ψ 、
・
1
・
X
・
珊 魍 歯 ▼毒

0　　　　　　　　　　　　　　1
−一一

レ Xl

4　 ラプラス 方程式の ：】一シー問題再訪

　逆向き熱伝導問題 （23）一（25）に 対する数値解法と し

て有効性が示唆された 3，2 項 の 高次差分近似法を，ラ

プ ラ ス 方程式 の コ
ー一

シ
ー

問題 へ 再び適用 して
，

こ の 近

似法の 有効 1生を確認する、

　コ
ーシー問題 （1），（2）にお い て 、Ω ＝ （0，

1）×

（O，
1）， 7 ＝［0 ，

1］x ｛0｝とする。 初期曲線 7 上で コ
ー

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
シ
ー

デ
ー

タ ti　 ＝0
， σ＝ 一一sin （n ＝ 1）を与える。

こ こ

Fig．5　Quadrature　points（N ＝ 100）

　パ ラ メ
ー

タ n ＝ 2 に対 し て数値解を真の解に 重

ね た等高線を Fig．6 に 示す。数値解の等高線は真の

解に 良く
一

致 して い る 。 実際 ，数値解 の 絶対誤差 は

E ＝ 9．2 × 10
−4

で ある。

　パ ラメ
ー

タ n 　 ＝ ・　10 の とき ， 真の解の グラフ を Fig．7

に ，求積点数 N ＝300 に取 っ た とき の 数値解 の グラ
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1m
、W 丶丶寒 ご ：冫

・α8

い戚
’

團

國2欝

▲

L0

＼

＼
丶

レ Xl

丶
　
丶
、 ．一．

一
．．．一’

ぐ
一
rジ　　　 　

ta 　　

　　” ，、t．一一一
一．．−io．4

、 、．一　　　　 ．／
　 　 軸

一s 暉Pt−
＼

丶 ・．＿町i トー一ゼ臼騨
．＿．0．2

、 一一．1 鞠 ．翩 一→0．1

1

400

300

200

「

1

蠡

1：∵ 驚
o　　　　

．．．．．．．．‘．．．．　　　　　
．．
　　

．．
　　 ．・／

　 　 　 　 　 こ君上　　　　
、．．．．．．．．．＿／〆
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Fig．6　Numerica1 （
一

）and 　true （一一一）solu 七ions

（n ＝2
，
ノ〉 ＝100 ）

フ を Fig．8 に示す。数値解曲面上 の 白抜きの 菱形 ◇

の マ ー
クは ， 近似値 燭 ， ゴ＝O

，
1

，
＿

，
N − 1 を表

す。n 　 ＝ ＝ 10 として も数値解には数値的な振動現象は

見 られず ，
N ＝ 300 と大き く取る こ とによ っ て解 の

起伏の傾向がおお よそとらえ られて い る。
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Fig．7　True　sQlution （7z ＝ 10）

　次に コ
ー

シ
ー

問題 （1）， （3）， （4）を考える。 Ω ＝

（
− 2

，
2）× （O、2）とし

， データ

u （コr1 ，
0）

∂u

砺
（x ・，o）

u （
− 2

，
x2 ）

11

＋ 婿

＝　 0

；　　u （2 ，
ユフ2 ）

　　　　5 一
毒

　　（5 一
毋1）2 ＋ 16π 婁

（
− 2 ≦ x ユ ≦ 2），

（
− 2 ≦ 置 1 ≦ 2）、

（0 ≦ ．T2 ≦ 2）

Fig，8　Numerical　solution （n ＝ 10，　N ＝300）

を与え る。 真の 解

　　　　　　　　 1 ＋ 婿
一

・・l
u （x

’
1 ，

　x2 ）一

　　　　　　（1＋ xl　一・・蹇）
2
＋ 4塵 1

を Fig．9 に示す。点 （O，
1）を真陛孤立特異点に もっ

［11i。

Us

？o

κ

30

、

Fig．9　 True　solution

　求積点数を N ＝ loe，200 と取 っ たときの 数値解

を
，
それぞれ Flg．　lo と Fig．11 に 示す。　 N の 値を変

え る こ とに よ り数値解の 結果は大 きく異な り，N を増

や しても数値解は収束性 を示 さない こ とが観察され る。

調和関数は 真性孤 立特異点を超え て は 調和接続で きな

い の で
，
これ らの 数値解は本来 ， 無意味である ［12］。 解

析的な解が存在しない とき，ラプラス 方程式 の コ
ー

シ
ー

問題に対 して無限精度の 数値解法を適用 した際 数値

解が収束しない こ とを今井 et 　al ，［13］も指摘 し，解析

解が 存在するか どうかを数値的に判断す る 可能性 に 言

及 して い る。

64 （16）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society Applied Electromagnetics and Mechanics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　Applied 　 Eleotromagnetios 　and 　 Meohanios

日本 A 齟 4学 会誌 　Vol　 11，　No 　2 　（2003 ）

召
フ

1．o 0．2

重みを決定するために フ
ー

リエ 変換を用 い た。数値例

に お い て
， 最終デー

タと して 余弦 関数を与えた ときの

数値解 を示 した。余弦関数 の 周波数が小 さい とき精度

の 高い数値解が得 られ たが
， 周波数が大きい とき数値

解は真 の 解と大きく異なっ て い た 。 こ の 原因として
，

逆向き熱伝導問題の解が不安定で あるこ とか ら ， 数値

計算における丸め誤差程度 の わずかな誤差が増幅した

と考え られる。今後の課題 として ，丸め誤差を縮小す

るために
， 多倍長計算環境に おける本手法の 有効性を

確認 したい。

UJ

Fig．10　Numerical 　solution （N ＝ 100）

Fig．11　Numerical 　solution （N ； 200）

5　 結言

　与え られたデー
タに対 して解が不安定となる逆問題

で ある ， ラプラ ス 方程式の コ
ーシー問題 と逆向き熱伝

導問題 の 数値解法を示 した。

　境界上 の
， デ ィ リク レデー

タが与えられ る部分と
，

ノイ マ ン デー
タが与え られ る部分が

一
致し ない場合を

含む枠組にお い て ，ラプラス 方程 式の コ
ー

シ
ー

問題 を

扱 っ た。 ラプラス 方程式の コ
ー

シ
ー

問題 を
，
正則化項

を含む汎関数の最ノ亅化 問題に帰着した 。 汎関数を最小

化するために
， 汎関数の フ レ ッ シ ェ 微分による勾配法

を用い た。汎関数 と汎関数の フ レ ッ シ ェ 微分を計算す

るために導入 した
，
ラプラス 方程式 の第 1 種境界値問

題 を境界要素法に よ っ て離散化 した。 さらに
， 真 陸孤

立特異点をもつ 問題に対する数値解法につ い て も言及

した。

　逆向き熱伝導問題を離散化するために ， 高次の 差分

近似を導入 した。求積点を任意の 位置に配置で きる こ

とが 本手法 の 特徴で ある。 各求積点に お ける関数値の

一
次結合に よ っ て導関数の値を近似した。

一
次結合の
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