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回帰分析で通常使用される決定係数の再検討

松　本　和　幸＊

酒　井　英　昭＊＊

Ⅰ．はじめに

  経済分析において基本的なtoolとなってい

る決定係数に様々な問題があることは従来か

ら指摘されてきた。しかし，回帰分析におい

て，一応の「当てはまりの良さ」をみる場合

には，決定係数が最も頻繁に参照されてきた

ように思われる。その理由は，①直観的にみ

ても回帰式のまわりのデータの散らばり具合

という意味で分かり易いこと，②回帰式のま

わりの散らばり方が一定であれば，データ分

布の座標軸に対する位置関係によっては決定

係数がさほど変化しないものと考えているこ

と，の２点によるものである。もちろん，決

定係数の定義からも明らかなように，回帰平

面と座標軸とがなす角度により，決定係数が

ある程度変化することは考慮されてきたと思

われるが。

  ところが，実際に簡単なシミュレーション

を行って，データ分布の座標軸に対する位置

変化に伴う決定係数の変化度合いを調べてみ

ると，それが，相当大きく変化することが明

らかとなった。そして，決定係数が，回帰平

面のまわりの散らばり具合を，必ずしも正確

には表していないと思われるようなケースも

少なくないことがわかった（図１参照）。

  決定係数（Ｒ2）の定義からみて，そのよ

うなことは当然とも言えるが，実際上は回帰

平面のまわりでの分布の当てはまりの良さを

測る参考指標として決定係数（Ｒ2）が参照

されることが一般的である。

　そこで本稿では，通常の決定係数（Ｒ2）

に加えて，同時に参照すべきと思われる，別

の決定係数（Ｍ2）を導入する。Ｍ2はデータ

分布と座標軸との位置関係には不変で，しか

も，データ分布の形状にのみ依存するような

ものである。

  そのことについての定量的把握に加えて，

本稿では，決定係数の大きさをデータの分布

状態で直観的にとらえることも計測の目的と

した。具体的には，データの分布を楕円，楕

円体，ないし「ｎ次元楕円体」で近似した場

合に，それらの分布図形の「細長さ」ないし

「偏平度」が，どれくらいの大きさの決定係

数と対応するかを調べた。たとえば，図２の

ようにデータがＸ－Ｙ平面上で楕円状に分布

している場合に，あるｎに対して，縦横の比

率が１：ｎの楕円に対応する決定係数はどの

程度の大きさなのかを調べることは，実証家

にとって興味深いものと思われるからである。

  このような点に関する考察は，理工学的観

点からは直交回帰等の形でいくつかの研究が

行われてきたが，最近では，松本(19 8 9 )に

おいて若干異なった視点からの検討が加えら
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れた。ただ，そこではＭ2については２次元

平面のケースしか考察されていない。そこで，

本稿では，Ｍ2を一般のｎ次元に拡張すると

ともに，さらに，そのように般化して定義

されたＭ2の特性についてのモンテカルロ・

シミユレーションを追加した。

【決定係数とは何か】

  問題の所在を直観的に示すために，決定係

数の定義について改めて少し整理しよう。

  ２次元の場合（図１参照)，回帰直線の回

りでの散らばり度を示す決定係数（Ｒ2）と

は，各点Ｙ iに関し，それのＹ軸に沿って回

帰直線に降ろした点（Ｙ i）の分散が，Ｙ i自

体の分散に比較してどれぐらい大きいかを表

している。すなわち，

である。

  つまり，下の式の分子はＹ iのその推定値

からの分散であって回帰直線に降ろした垂

線の足(ＹＴ)についての分散ではないため，

図１のθで示した角度によってＲ2が変化し

得るのである。また，ｎ次元に分布するデータ

については，ｎ－１次元超平面(hyperp l ane)

を回帰平面として同様に考えればよい。

Ⅱ．決定係数のシミュレーション

  以下で紹介するシミュレーションは，変数

が２変数と３変数のケースで，それぞれ，

  Ｙ＝ ba ˆˆ + Ｘ＋ε(εは誤差項)

  Ｙ＝ ba ˆˆ + ｌＸ１＋ b̂ ２Ｘ２＋ε(εは誤差項)

の形で回帰される。

  ここで，筆者は，データが楕円（２変数の

場合）ないし楕円体（３変数の場合）として

分布する場合に，分布の「細長さ」および分

布の原点に対する位置関係により，決定係数

がどう変化するかを計測した。

１.２変数の場合

  まず，図３のような，原点を中心とする楕

円を考える。図３のとおり，Ｘは－ＡからＡ

まで変化する。Ｙは－１から１まで変化する。

なお，Ｙについても，たとえば，－ＢからＢ

まで変化するとしてもよいが，相似性を考慮

すれば，Ｂについては－１から１までの変化

(図１) (図２)
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(図３) (図４)

を考えれば十分であることがわかる。

  そこで，Ｘについては－ＡからＡまでの，

Ｙについては－１から１までの一様乱数を発

生させ，Ｘ２／Ａ２＋Ｙ２≦１ならば楕円内の点

とし，そうでないならば，次の乱数を発生さ

せる。こうして，楕円内に十分多くのランダ

ムな点を求める。

  次に，図４のように，点（Ｘ，Ｙ）をＸ方

向にＡだけ平行移動した後，正の方向にθラ

ディアン回転したものを，点（Ｕ，Ｖ）とし

て，Ｕ，Ｖについて回帰分析して決定係数を

求めることとする。ここで，

  Ｕ＝（Ｘ＋Ａ）cosθ－Ｙsinθ

  Ｖ＝（Ｘ＋Ａ）sinθ＋Ｙcosθ

である。

  周知のとおり，決定係数は，

である。
また，自由度調整済決定係数（ R ２）は，

として求められる。

2．3変数の場合

  さて，３変数の場合には，図６のような，

となるが，決定係数という点に絞れば，θの

変化はＲ２には影響しないことから，θ≡０

つまり，Ｘ－Ｙ平面に平行な回転は考えず，

  Ｕ＝(Ｘ＋Ａ)cosτ－Ｚsinτ

  Ｖ＝Ｙ

  Ｗ＝Ｚcosτ＋(Ｘ＋Ａ)sinτ

で計測すればよい。

原点を中心とする楕円体を考える。相似性ま

で考慮して，Ｘが－ＡからＡ，Ｙが－Ｂから

Ｂ，Ｚが－ＣからＣ(Ｃ＝１）まで変化する

ものと考える。そうすれば，

  Ｘ２／Ａ２＋Ｙ２／Ｂ２十Ｚ２≦１

が楕円体の中にあるための条件である。さら

に，ここでは簡単化のためにＢ＝１の場合の

み計測する。

  そこで，Ｘについては－ＡからＡ，Ｙは－１

から１，Ｚは－１から１の一様乱数を発生さ

せ，楕円体の中にあるランダムな点を求める。

　次に，図６のように，点（Ｘ，Ｙ，Ｚ）を

Ｘ方向にＡだけ平行移動した後Ｘ－Ｙ平面

に平行にθラデイアン，Ｘ－Ｙ平面に垂直に

τラディアン回転した点を，（Ｕ，Ｖ，Ｗ）

とすれば，
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(図５) (図６)

  小文字の変数は大文字の変数の平均からの

偏差であるここに

Ⅲ．計測結果

  表１は２次元の場合について，データ数を

20,000個で，表２は３次元の場合について，

データ数を25,000個でモンテカルロ・シミュ

レーションした結果である。

  まず，２次元である楕円の場合からみると，

Ａ＝１すなわち円状に分布しているときの決

定係数は，θの値にかかわらず，ほぼ０であ

ることがわかる。また，Ａがいずれの値で

あってもθ＝45°の場合に決定係数が最大と

なる。

  各決定係数に対応するＡの値を，θ＝45°

のケースでみると，Ｒ2＝0.6はＡ＝３ぐらい

に相当し，Ｒ２＝0.9はＡ＝６，Ｒ２＝0.99はＡ

＝20に相当する。

  ３次元である楕円体の場合にも，τ＝45°

で決定係数が最大となる。その他のＲ２とＡ

との関係については表１，２を参照されたい。

  さて，次にθやτに注目してＲ2をみてみ

よう。たとえば，２次元の楕円体でＡ＝７と

すると，θ＝45°ならばＲ2は0.92にも達す

るが，同じ形状に分布していてもθ＝５°で

あれば，Ｒ2＝0.26，θ：10°であれば，Ｒ2

＝0.58に過ぎない。

  そして，恐らく，機械的に回帰分析による

説明変数選択を行っているようなときには，

それらが同じ程度の説明力を持っていること

に気付かず，Ｒ2＝0.92なら可とし，Ｒ2＝0.26

や0.58なら不可とする可能性が高い。このよ

うに，説明変数の説明力はθやτによって大

きく異なってみえる。３次元の場合について

も同様であることは次の表２からもわかる。

  ただし，座標軸と回帰平面が成す角度が大

体20°以上あり，しかも決定係数Ｒ 2が大体0 . 9

以上あるような場合には，回転によってＲ2
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表１  ２次元データ（楕円）のシミュレーショ
      ン

表２  ３次元のデータ（楕円体）のシミュレー
        ション（その１）        （τの単位：度）
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が大きく変化してみえることはなく，下で述

べる新たな決定係数Ｍ２を併用して参照する

必要がないことも明らかとなった。

  以上でわれわれは，回帰式が各座標軸とな

す角度が与えられた場合に，決定係数の大き

さを，楕円体状の分布で幾何的イメージとし

て把握することが可能となった。

  しかし，上の計測結果でも示されたとおり，

その角度次第で相当大きく決定係数が変化す

ることを知った。したがって，決定係数だけ

を見て説明変数を取捨選択するようなことは，

今述べたような意味でも適切ではないことが

わかった。



回帰分析で通常使用される決定係数の再検討

- 7 -

Ⅳ．新たな決定係数について

  それでは，次に，各点から回帰超平面への

垂線の距離で決定係数を測ることを検討して

みよう。それには，通常「直交回帰」といわ

れている手法を用いることが考えられる。こ

の手法で求められる決定係数の値はデータ分

布の形状にのみ依存し，座標軸との位置関係

には依存しないからである。(ただ，直交回

帰は従来から回帰分析ないし主成分分析との

関連では議論されてきたが，通常の回帰分析

における決定係数の問題点を改善するという

観点はなかったように思われる。実際にも，

以下で述べるような新たな決定係数は実用に

供されてはこなかったのである。)

まず，説明変数が１個の場合で考える（図８

参照)。すなわち，

となる。

  そこで，座標軸との関係に依存せず，分布

の形状だけで決まるような新たな決定係数は

として求められる。

  ①式の分母はデータＸ i，Ｙ iから求められ

るから，分子のＥをＸ i，Ｙ iで表せられれば

よい。次にこれを求めよう。

  まず，

から，

となるが，これをＥに代入して，

を得る。さらに，

とおくと，

が得られる。これからもわかるとおり，この

ｂに関する２次方程式において，

の場合を考えよう。

　記号の簡単化のために，回帰直線の推定パ

ラメ一夕ーに∧を付けず，

で表わす。

　点（Ｘ i，Ｙ i）からの垂線の式は，

であるから，回帰直線とそれに垂らした垂線

との交点は，

である。

  したがって，残差平方和，すなわち点

（Ｘ i，Ｙ i）から交点への距離の２乗和は，

であるからｂは常に実根を持ち，
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と書ける。

  ただし，

であり，Ａは，

となる。

  これを，②式に代入すれば，

  となる。以上でパラメーターａ，ｂが，と

もにデータＸ i，Ｙ iにより表現できた。⑤式，

⑥式を②式に代入すれば，回帰直線への垂直

距離で測った新たな決定係数Ｍ２が，データ

Ｘi，Ｙiで明示的に表わされる。

  さて，次に一般の場合について検討してみ

よう。

まず，データが，

  (Ｙi，Ｘ1i，Ｘ2i，…………，ＸＰi)

  ｉ＝１，……，ｎ

として与えられるとすると，回帰平面

で定義される偏差積和行列である。

  さらに，ｘＴ＝(１－ｂ1－ｂ2 - …… - ｂp）と

  このＬの最小値はＡの最小固有値λm i n

（Ａ）であることが知られている。

  一方，⑨式より，
へ垂らした垂線の長さの２乗和は，

である。

  このとき，Ｌを(ａ，ｂ１，ｂ２，………，ｂｐ）

に関して最小化する。

から，

であるから，②式のＭ２に対応して，一般の

場合には，

と決めることが，まず考えられる。しかしな

がら，Ｍ２をこのように定義すると， t rＡは

Ａの固有値の和に等しいので，一般には，

である。

  すなわち，言い換えると，一般にはＭ２＝

０とはならないのである。

  そこで，②式のＭ２に対応する一般の場合

のＭ２としては，

と定義することにしよう。

  このように定義されたＭ２は，０≦Ｍ２≦１

を満たし，Ａの固有値が全て等しいとき，つ
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まり，Ａ＝λⅠ（Ⅰは単位行列）となって

データが球状に分布するときのみＭ２＝０と

なることから，従来の決定係数Ｒ２と類似の

性質をもつ。

  なお，現実のデータから求められる回帰軸

（主軸）が完全に座標軸に平行になることは

稀であろうが，そのような場合に，⑩がゼロ

になることまでも要請するならば，各データ

をまず基準化（no rma l i z e）してから⑩を計

算すればよいことがわかる。

  さて，このように定義されるＭ２の性質を

調べるために，３次元（説明変数２個，デー

タ数25,000個）の場合について，モンテカル

ロ法による簡単なシミュレーションを行った

結果が表３に示されている。

表３  Ｍ２のシミュレーション結果

Ⅴ．まとめ

  最後にこれまでの議論を整理してみよう。

まず，ある決定係数が与えられた場合に，そ

のデータ分布状態を楕円ないし楕円体等で近

似した場合の幾何的イメージは表１，２で明

らかとなった。次に，回帰分析でより説明力

のある変数を試行錯誤で探すような場合，通

常使用される決定係数の大きさで評価するこ

とは危険である。回帰直線の座標軸に対して

成す角度が小さい分布では，その分布の回帰

直線の回りの散らばりが小さくても決定係数

が極めて小さくなる場合があり，逆に，その

角度が軸に対して45°の分布では，散らばり

が大きくても決定係数がみかけ上大きくなる

場合があるのである。

  従来からの決定係数Ｒ２がそのような性質

をもつことは，その定義からみて明らかとも

いえるが，むしろ，問題はそのような場合に

別途参照すべき代替的な指標が実用化されて

こなかったことにあるといえる。

  そのようなことから，従来からの決定係数

Ｒ２に加えて，本稿で述べた，⑩式で定義さ

れる別の決定係数Ｍ２を併用して参照してい

くことが考えられる。それは，古くから知ら

れている直交回帰を使用し，それにより求め

られる決定係数に若干の修正を加えたもので

あり，極めて簡単なアルゴリズムにより求め

られることから実用的でもある。

  経済データの場合にはトレンド，系列相関
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等の時系列データに関わる複雑な問題が存在

するが，化学や医学や心理学等でクロス・セ

クションを中心とした回帰分析を行う場合に

は，決定係数でみた説明力がかなり重視され

ることが多い。そのような場合には，特に，

Ｍ２も同時に参照することが必要不可欠であ

ると思われる。
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