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可変係数回帰モデルの理論的側面と応用上の問題点

大　屋　幸　輔 ＊

　本稿では，実証分析で広くもちいられている回帰モデルに対して，回帰係数の変化をと

らえることを目的とした可変係数回帰モデルに関する，その発展の経緯と理論的な側面を

簡単に紹介し，若干の例とその問題点を示す。

　可変係数回帰モデルに関しては様々な，種類と推定法が考えられてきたが代表的なもの

として

　　1 　ランダム係数型モデル

　　2 　逐次推定型モデル

がある。ランダム係数型モデルの場合の推定法はGLS(一般化最小二乗法)，逐次推定型モ

デルの推定法で最も利用されるものとしてカルマン・フィルター・アルゴリズムによる方

法がある。それらが実際に利用されるにあたって注意すべきこととして以下のことがあげ

られる。

(1) 特定化されたモデルは真のモデルでなければならない。

(2) 誤差項に対する仮定は真のものでなければならない。

(3) データの精度(特に説明変数)が低い場合には推定結果が無意味なものになることが

　ある。

以上の点を十分考慮にいれずに分析を行うと，その結論を誤ったものにしてしまう可能性

がある。(1)に対してはモデルの特定化の段階で，そのモデルの妥当性に関して十分な吟味

が必要である。また特定の経済理論に依拠しない可変係数時系列モデルを使った分析も興

味深いものである。(2)に対しても(1)と同様である。(3)は，現実経済のデータを推定に使用

する場合にしばしば生じることである。またモデルや誤差項に対する仮定の妥当性を単独

の方法でチェックすることは困難である。

　従って可変係数回帰モデルをもちいて分析を行う場合には，ある特定の方法だけではな

く，他の方法も補完的にもちいることが望ましい。

*京都大学経済研究所講師

要　　約
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1.はじめに

　通常の回帰モデルによる分析と可変係数回帰

モデルによる分析との違いは，前者が分析期間

中の係数を一定であると仮定して推定するのに

対して，後者では，そのような仮定をおかずに

係数を推定することにある。

　可変係数回帰モデルをもちいた分析が実際に

利用されるようになったのは，現実の経済構造

が分析期間中，一定ではなく，変化しているの

ではないかという疑問にたいして何らかの解答

を与えてくれることが期待されてのことであっ

た。このような問題は，いわゆる構造変化に関

する問題に帰着する。日本経済は，1970年代の

半ば以降大きくその構造が変化したことが様々

なアプローチによって検証されている。可変係

数回帰モデルを利用して，構造変化を検証しよ

うという試みには，榊原・薬師寺ほか(1980)

などがある。近年では，李・加納(1991)が日

本における期待物価上昇率の計測と自然失業率

仮説の検証をＬog-Ｌinear型の可変係数回帰モデ

ルによって行っている。また金融の分野で

Ｓh iba  and  Ｗago(1990)，斯波(1991)による

裁定価格理論モデルヘの適用例がある。これら

は通常の一本の回帰モデルによる分析をさらに

発展させ，見かけ上無相関なモデル(SUR)へ

可変係数回帰モデルの考え方を導入したもので

ある。

　このような可変係数回帰モデルによる分析が

実際に行われるようになったのは，カルマン・

フィルター・アルゴリズムという工学の分野で

の制御理論として極めて優れたアルゴリズムを

可変係数回帰モデルの定式化に取り込むことが

できたからである。このカルマン・フィルター

・アルゴリズムの可変係数回帰モデルヘの適用

に関してはⅢ章と補論でのべる。

　本稿で回帰モデルといった場合，線形を仮定

しているが非線形回帰モデルの場合にもカルマ

ン・フィルター・アルゴリズムによる可変係数

回帰モデルの定式化は可能である。本稿では非

線形モデルに関する議論は行わない。その理由

として，非線形回帰モデルに対する取り扱いの

基本的な考えは非線形回帰モデルを線形近似

し，その近似されたモデルに対して線形回帰モ

デルで成立している議論を展開するからである。

しかしながら，経済の理論モデルには非線形で

あるものが数多くある一方で非線形回帰モデル

に対して可変係数の考え方を適用し，分析を

行ったものは少ない。この意味で，非線形回帰

モデルに対して可変係数アプローチを試みた李

(1990)による分析は興味深いものである。

　以降，本稿では，可変係数回帰モデルの発展

の経緯を簡単に紹介し，その理論的な考察を

行った後，応用上の問題点を指摘する。そのよ

うな問題点は可変係数回帰モデルに固有の問題

というよりは，一般に統計モデルを利用して実

証分析を行う際に生じることではあるが，可変

係数回帰モデルによる分析ではより顕著となる。

具体的にそのような問題点に関しては本稿のⅣ

章でふれることにする。

ⅡⅡⅡⅡ．発展の経緯

　回帰モデルの係数を時点ごとに推定しようと

いう試みは古くからあり，そのもっとも単純な

方法として逐次最小二乗法がある。これは，推

定したい係数の数をkとすれば，k＋ 1個の
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データを使って最小二乗法を行い，次にデータ

を１個ずつ増やしながら最小二乗法を繰り返し

行う方法である(第一段階での推定に使用する

データ数は“少なくとも”という意味であり，

全体のデータ数が多い場合にはk＋1個以上の

データを使用しても問題はない)。実際に逐次

最小二乗法を行うにはかなりの計算量を必要と

するが，Ｐ l a c k e t t ( 1 9 5 0 )がこれらの計算をア

ルゴリズムとして提示している。 Ｂ r o w n，

Ｄu rb in  and  Ｅvans(1975)はこのアルゴリズム

から得られる逐次残差を使って回帰モデルの係

数と誤差項の分散の不変性に関する検定方法を

考案した。これらはＣusum,Ｃusum Ｓquareテス

トとして構造変化の検定にしばしばもちいられ

る。可変係数に関する研究はかなり古くからあ

るが，経済の分野で本格的に研究が行われたの

はＲosenberg(1968)，(1972)，(1973)，Ｃooley

and Ｐ res co t t(1973)，(1976)によって可変係

数回帰モデルという考え方が導入されたのがは

じめであろう。かれらのアプローチは回帰モデ

ルの係数の変化が確率的であると考えたもの

で，推定方法はＧＬＳやカルマン・フィルター・

アルゴリズムによる。先に紹介した逐次最小二

乗法はカルマン・フィルター・アルゴリズムに

よる方法の特殊ケースとして考えることもでき

る。実証分析の分野でカルマン・フィルター・

アルゴリズムをもちいた分析が多いのは各時点

の係数の推定値を与えてくれるということと，

R A TSやT S Pのようなパーソナル・コンピュー

タのパッケージによって簡単に利用できるよう

になったこともその理由としてあげられる。

　一般に各時点の係数を推定することは可能で

はない。なぜなら，推定すべき未知のパラメー

タ数がデータ数より多くなってしまうからであ

る。そこで係数に何らかの制約を与えるのが普

通である。通常の回帰分析(固定係数)では各

時点の係数が共通の値をとるという制約を加え

ていると考えることもできる。Ｒ o s e n b e r g

(1968)にはじまる一連の研究は係数の変動をパ

ラメトリック・モデルで表現するものである。

このように係数がなんらかの確率過程に従って

いると仮定して，その変動をパラメトリック・

モデルで表現するものとしては，A R M Aモデ

ルを仮定したＰagan(1980)などがある。

　さらに時系列モデルの係数が変化するような

モデルの研究も行われている。回帰モデルに対

して係数の変化を考慮することは，変数間の関

係の変化を構造変化としてとらえ，それを検証

するという目的で可変係数による分析を行って

いることが多い。これに対して，特に経済の理

論モデルに依拠していない時系列モデルに対し

て係数の変化を考慮するモデルの分析の目的は

主に非定常時系列モデルを取り扱うことにある。

時系列モデルにおいて定常性を仮定すること

は，その時系列の特性が時間と共に変化しない

ということを仮定することであるが，経済の

データの場合，特に金融の時系列データは，定

常性の仮定が満たされないことが多い。従って

非定常時系列モデルによる分析が必要となって

くる。非定常時系列で典型的なものとしては，

平均や共分散が時間と共に変化するものが考え

られる。そのような時間と共に変化する１次と

２次のモーメントを可変係数自己回帰モデルに

よって求める方法が，Ｋ i t a g awa  a nd  Ｇ e r s c h

(1984)，(1985)によって考案された。またか

れらの方法を使って経済の時系列データを分析

したものに浪花(1986)，廣松・浪花(1990)が

ある。

　つづくⅢ章ではここでふれた一連の可変係数

回帰モデルに関する理論的な考察を行う。

ⅢⅢⅢⅢ．理論的考察

本章では可変係数回帰モデルの推定法に関す る理論的な考察を行う。Ⅱ章でふれたように基
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本的には２つの推定法がある。一つはカルマン

・フィルター・アルゴリズムに代表される逐次的

な推定法，もう一つは，GLSによるものである。

はじめにGLSによる方法に関して考察する。

Ⅲ－１　GLS(一般化最小二乗法)

　分析の基礎となる回帰モデルを以下のように

定式化する。

　このような可変係数回帰モデルはランダム係

数モデルと呼ばれており，Ａmem iy a(1985，

pp203)で一般的に論じられている。

　以降，Ａmemiya(1985)を参考にして推定の

手続きを示す。

　モデルを以下のように定式化する。

　ここでｖtはk次元の確率変数ベクトルで１

次，２次のモーメントはそれぞれ，

　ここで(1)は通常の回帰モデルと同様の形式で

あるが唯一，異なっているのは係数ベクトル

β tが時間に依存していることである。ただし，

ｘ′ｔは ( 1× k )ベクトル，β tは ( k× 1 )ベク

トルである。

　このままでは推定すべき未知の係数の数が標

本数を越えてしまうので，それらを推定するこ

とは出来ない。従って，何らかの制約を課す必

要が生じることになる。

　Ｈ i ldreth and Ｈouck(1968)は係数β tは未知

の平均のまわりで確率的な変動をすると考え，

以下のような制約をおいた。

εｔは独立，同一に以下の正規分布に従い，

　Ｕtとは無相関とする。

　以上の仮定のもとで推定すべきパラメータは

βとσ２，σ２

１，…σ
２

ｋである6このような状況で

の分析の目的は，係数の変動に対して頑健な推

定量をもとめることにある。従って，各時点の

係数の推定値をもとめているのではない。実際

の推定の手続きは(1)，(2)よりモデルを書き直す

ことで明らかにG L Sによって行うことができ

ることが示唆される。

　ｅｅｅｅ２とｅｅｅｅ３の期待値はゼロではないが，オーダー

がそれぞれ，０(Ｔ－１／２)，０(Ｔ－１)なので漸近

的にこの項は無視することができる。

(5)の左辺の 2ûuuu は第ｔ要素が 2
tû のベクトルで

ある。(5)に対して再度OLSを適用しαの推定量

を得る。
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(5)に対するGLS推定量は

となり，FGLSは以下の(7)で与えられる。

方法に関して考察する。そのような推定は各時

点ごとに推定を行う，いわゆる逐次推定によっ

てなされている。通常の逐次最小二乗法では，

推定している時点のデータと推定に使う最初の

データとを同じウエイトで利用している。すな

わち，利用されるデータは推定に対してすべて

同じ影響を与えているといえる。これに対し

て，割引逐次最小二乗法では，過去のデータの

影響を割り引いて推定を行う。この割引逐次最

小二乗法のアルゴリズムに関してはＨ a r v e y

(1981)を参照されたい。

　以下では現在，もっとも利用されているカル

マン・フィルター・アルゴリズムによる逐次推

定に関して考察する。補論で一般的なカルマン

・フィルター・アルゴリズムに関する定義を示

しているので，ここでは係数の変動がAR(1 )に

従っている場合について述べる。

　となる。

　(8)から得られる残差をあらためて uuuû とし，

(6)～(8)を収束するまで繰り返して最終的にβに

関するＦＧＬＳ推定量とする(この繰り返し計算

においてαｉが負になることがある。このよう

な状況を避げるためには，それらが非負である

という不等式制約のもとで(5)の推定を行う必要

がある)。

　以上がランダム係数型の可変係数回帰モデル

の推定方法であるが，もし，このような分析の

フレームワークで係数の安定性を調べたいとき

には，誤差項の分散の不均一性を検定すればよ

い。すなわち，分散の不均一性が認められる場

合には，分析期間中の係数は確率的な変動をし

ていることになる。なお，そのような検定方法

としてＢ r e u s c h  a n d  Ｐ a g e n ( 1 9 7 9 )が， L M

(Ｌagrange Ｍu l t ip l ie r)検定を提示している。

Ｓwamy(1971)は，ランダム係数型の可変係数

回帰モデルを投資関数に適用して，固定係数の

回帰モデルとの比較を行っている。

Ⅲ－２　逐次推定

　ここでは各時点の係数の推定値を得るための

となる。ここで(9)，(10)という定式化のもとで

の尤度について考えてみる。

　一般に観測値y＝( y １，y２，…，yＴ )に関

　係数の変動を時系列モデルで近似した(10)での

ΦとΩは分析を簡単にするため対角行列(Φは

単位行列)と仮定する。このような定式化のも

とでカルマン・フィルター・アルゴリズムは

　　t＝１，…，Ｔにおいて

βに関するＦＧＬＳ推定量は
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する対数尤度は 対数尤度関数は

というように条件付きの対数尤度の和に分解

することができる。このとき右辺の第２項の

logＬ(y１)はカルマン・フィルター・アルゴリズ

ムでの初期値問題と密接に関係している。その

ことを示すために以下ではカルマン・フィル

ター・アルゴリズムから得られる予測誤差の系

列と尤度の関係を見ていくことにする。カルマ

ン・フィルター・アルゴリズムから.もとめられ

る係数の推定量 ｂｂｂｂ ｔ ／ ｔ － １は t - １期までのデー

タに関する条件付き期待値であることを考慮す

れば，μtは t - １期のデータにもとづく予測

誤差である。一方， t -１期までのデータを条

件とした条件付き分布(尤度)は， t -１期まで

のデータが与えられたもとでの，最適予測によ

る誤差の分布と考えることができるので，以下

のように条件付き対数尤度を予測誤差をもちい

て定式化できる(Ｓ ｔは予測誤差の分散)。

と表現することもできる。どちらの対数尤度関

数にも1ogＬ(y１)に対応している項があるが，

これはy１の分布の対数尤度である。あるいは，

その予測誤差の分布の対数と解釈すれば，初期

条件のｂｂｂｂ １／ ０，ＰＰＰＰ １／０に依存していることは明ら

かである。従って，初期条件が与えられ，さら

に(16)をσ２に関して集約すれば未知パラメータ

がΩの対数尤度関数を得ることができる(どち

らの対数尤度関数も未知パラメータσ２，Ωに

関する非線形関数になっているが，(16)のほうが

σ２に関して陽表的であるので取り扱いは簡単

である)。

　通常は何らかの方法で得た初期条件をもちい

ることになるのであるが，この初期条件(初期

値)はベイズ流に解釈すれば，事前分布を定め

るパラメータのことであり，そのようなパラ

メータをどのように決定するかが，いわゆる初

期値問題のことになる。

　ここで示したカルマン・フィルター・アルゴ

リズムによる逐次推定法は，最小分散推定量を

与える点ですぐれた方法ではあるが，初期条件

の決定方法，尤度の最大化に対して問題を残し

ている。これらに関しては次章で考察する。

次に可変係数をもった時系列モデルについて

若干の考察を行う。

Ⅲ－３　可変係数時系列モデル

　先に述べたように時系列モデルの係数(パラ

メータ)が変化しているモデルをもちいた分析

の目的は非定常性の取り扱いにある。ここで

は，自己回帰モデルの係数が変化するようなモ

デルに関して考察する。自己回帰モデルに対し

てもⅢ－１のようなフレームワークでモデルを

定式化することができる。この方法はＮ icholls

and  Ｑu inn(1982)によって詳細に分析されて

　従って，カルマン・フィルター・アルゴリズ

ムより得られる予測誤差の系列に対する対数尤

度関数は以下のようになる。

また上述のアルゴリズムの(11)，(12)のかわりに以

下の(14)，(15)をもちいると，
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いる。以下ではⅢ－２でみたようなカルマン・

フィルター・アルゴリズムをもちいる方法につ

いて紹介することにする。

　はじめに，トレンドを除去した時系列をｘｔ

とし，共分散に関して非定常を仮定する。この

とき可変係数自己回帰モデル(p次)を

　あるいはベイズ流に解釈するために以下のよ

うな分布のかたちで定義すると

ⅣⅣⅣⅣ．付随する問題点

　これまで可変係数回帰モデル，および可変係

数時系列モデルに関して理論的な考察を進めて

きたが，本章では一連の可変係数モデルに付随

する問題点を具体的な例をあげながら指摘する

ことにする。

Ⅳ－１　モデルの特定化

　可変係数モデルのなかでとりわけ逐次型の可

変係数回帰モデルは，その推定結果がモデルの

特定化に強く依存していることが知られている。

例えば，ある一つの経済現象に対して二つの経

済理論モデルが想定された状況を考えてみる。

それぞれの理論モデルに基づいて定式化された

二つの回帰モデルが考えられ，それぞれに関し

て可変係数回帰モデルによるアプローチが適用

され，以下のような結果になったとしよう。

モデル１では係数の変化がほとんどなかった。

モデル２では係数の変化がみ、とめられた。

で表す。△kはk次の階差を行うオペレーター

である。またδｉｔに対しては平均ゼロの正規分

布を仮定する。さらに周波数領域でも滑らかさ

に関する制約を加え以下のような関数を最小に

するように未知パラメータを決定する。

となる。４つの指数に関する積のうち，第１番

目は通常の最小二乗法(あるいは最尤法)に対

応する項で，第２が係数の変化の滑らかさに関

する事前分布，第３，４がスペクトラムの滑ら

かさに関する事前分布となっている。

　(20)は，τ２，λ２，μ２をハイパー・パラメータ

にもつ係数に関する事後分布である。この事後

分布を係数に関して積分してハイパー・パラ

メータに関する尤度をもとめる。そして，その

尤度にもとづいてハイパー・パラメータを決定

する。具体的な手続きに関してはＧersch  and

Ｋ tagawa(1988)を参照のこと。

と定式化する。εｔはi.i.d.n(0，σ２)とする。ここ

で，係数αiｔ対して“時間と共に滑らかに変動

する”という制約をおく。この制約をk次の確

率定差方程式
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　このときモデル１が正しいと考えるものは，

分析期間における構造変化は存在ぜずモデル２

による結果は，そのモデルの定式化の基礎と

なった理論モデルが誤っていると結論する。ま

た，モデル２が正しいと考えるものは，分析期

間において構造変化が生じていると結論するこ

とになる。このような両者の相反する結論に対

して我々はどのような判断をすべきであろう

か?

　まず議論を単純化するために従来の固定係数

回帰モデルの場合を考えてみる。固定係数の場

合に，このような問題は回帰モデルの説明変数

の選択の問題としてとらえることができる。そ

の場合，説明変数選択の方法には，

1．決定係数

2．Ｆ，ｔ統計量による仮説検定

3．Ｍallow's Ｃp，AIC等の情報量規準

などがある。固定係数回帰モデルの場合には，

上述のような方法をもちいることで説明変数の

選択(理論モデルの選択)を行うことができる。

これに対してカルマン・フィルター・アルゴリ

ズムをもちいる可変係数回帰モデルの場合は決

定係数や各種情報量規準による方法は有効な手

段とはならない。なぜなら，そのような方法は

基本的に被説明変数の推定誤差(予測誤差)を

もちいる方法であり，この場合，予測誤差は逐

次的な修正がなされており最終的に得られる推

定誤差はどのような説明変数をもつ回帰モデル

においても，ある程度小さいものとなる。簡単

にいえば，被説明変数の推定値は被説明変数に

対して，過剰なフィッティングとなっているの

である。このことはモデルが真のモデルである

か，ないかにかかわらず生じるものである。

従って先にあげた決定係数や各種情報量規準を

もちいることは有効な解決方法とはならない。

　残る選択方法として，Ｆ，t統計量による検

定方法がある。これは係数の推定量の分布にも

とづくものである。カルマン・フィルター・ア

ルゴリズムをもちいる可変係数回帰モデルで

は，誤差項に正規性を仮定すれば各係数の各時

点での推定量の分布も正規分布となり，それら

推定量の分布の性質を利用して検定を行うこと

ができる。しかしながら，そのような検定の結

果が必ずしも説明変数の選択に対し自明な結果

をもたらすとは限らない。

　これまで説明変数の選択に対して統計的な方

法をもちいることを考えてきたが，経済現象を

分析する際には，たとえ真のモデルを知らない

場合においても先験的な情報を利用することが

できる。例えば消費関数を推定した際に，ある

モデルでは限界消費性向の推定値が負の値ある

いは１を越えた値をとっており，他のモデルで

は０から１のあいだの値をとっている場合に

は，明らかに後者のモデルが採用されるであろ

う。このように先験的な情報を利用することで

モデル(説明変数)の選択を行うこともできる。

　上述したように経済現象を数量的に分析する

際には，モデルの選択が問題となってくるので

あるが，このことは可変係数回帰モデルに固有

の問題ではなく，固定係数による分析方法にも

付随する問題である。ただし可変係数回帰モデ

ルの場合には，その影響が顕著にあらわれるの

である。いずれにせよ，可変係数モデルによる

分析では，説明変数(モデル)の選択に細心の

注意が必要であることは事実である。

Ⅳ－２．推定上の問題点

　逐次型の可変係数モデルでは未知パラメータ

の推定に最尤法をもちいるが，定式化された

(対数)尤度は未知パラメータに関して非線形

になっているので，その最大化はＧauss-Ｎew-

ton法やＤavidon-Ｆletcher-Ｐowell法等の非線形

最適化の方法によって行われる。しかしなが

ら，実際には最大点をあたえる推定値が一つで

はなかったり，尤度が無限大になってしまった

り，あるいは得られた最大点が大局的なもので

あるかどうかが保証されない，といった問題が

生じてしまう。従って尤度の最大化を行うに

は，非線形最適化法の初期値，諸条件の設定に

十分な考慮が必要である。
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　また逐次型の推定には，初期値が必要である

が，一般に初期値をどのように決定すればよい

かという問題に対する明確な解答は与えられて

いない。実際にもちいられる方法として

1.　係数に関してはゼロ，その分散に関して

　　は十分に大きな値

2.　はじめの数期のデータをもちいて得られ

　　た係数の推定値とその分散

3.　全てのデータを使って得られた係数の推

　　定値とその分散

4.　パネル・データによる初期値の推定

等が考えられているが，どの方法が最適なもの

であるかは，ケース・バイ・ケースであり，通

常は考えられる方法を全て適用し，もっともふ

さわしいものを採用するのが一般的である。ベ

イズ流に解釈すれば，「もっともふさわしい」

というのは，分析者の主観にもっとも近いもの

を採用するということである。このような考え

方は恐意的であるという批判は避けられない

が，客観的に最適なものを選択できない状況で

はベイズ的なアプローチも一つの考え方であろ

う(ベイズ流のアプローチに関する入門書とし

てはＺe l lner(1971)，またそのような方法を可

変係数回帰モデルに適用したものに関しては

Ｂroemel ing and Ｔsurumi(1987)がある)。

Ⅳ－３　データの精度の問題

　先に問題としてあげたモデルの定式化や尤度

の最大化が正しく行われた場合にも問題として

残るのがデータの精度である。この問題も可変

係数回帰モデルに固有な問題ではないが，係数

を各時点で推定してその変化をみることで，構

造変化が生じているか，あるいはどのような変

化が生じているか等を判断する場合には，重要

な問題となる。データの精度が低いときは係数

の推定値の変動が極めて大きく，そのような推

定値からはなにも結論することができなくなる

場合もある。このようなことは，現実の経済

データをもちいて分析する際にしばしばおこる

ことである(実際にこのような状況が生じた場

合，係数の推定値にスムージングが施されるこ

とが多い。

　データの精度を低下させていると考えられる

大きな要因としては

1.　データが観測誤差をともなっている(特

　　に説明変数のデータ)

2.　外れ値の存在

等が考えられる。通常は，このような要因を取

り除いて分析を進めるのであるが，分析目的が

構造変化をとらえることにあるような場合に

は，それらを取り除くことによって重要な情報

が失われる可能性がある。従ってデータの中に

外れ値のようなものがみうけられたときには，

それがデータの入力ミスによるもののように，

本来データの持っている情報とは関係がない場

合には取り除くことが望ましいが，そうでない

場合には，そのようなデータも分析に含めるべ

きである。

Ⅳ－４　具体例

　ここではさきにあげた問題点を明確にするた

めに具体例をあげる。分析にもちいるモデルは

輸入関数である。なお本章では推定上の問題点

を示すために以下のモデルを真のモデルと仮定

して分析を行う。

(21)　1ogＭＭＭＭ＝β０＋β１ＶＶＶＶ＋β２1ogＰＰＰＰ－１

　Ｍ，Ｖ，Ｐはそれぞれ，実質輸入と海外への

所得ＧＤＰ，交易条件指数である。推定期間は

1970年第2四半期から1989年第２四半期とした。

　係数の安定性をチェックするために，係数の

変動がＨ i ldreth-Ｈouck型のモデルに従うと仮定

した場合を考える。このチェックはＢreush-Ｐa-

gan検定で行うことができ，ここでは以下のよ

うな結果が得られ，係数が安定的であるという

仮説は有意水準５％では棄却されなかった。し

かしながら，このＨ i ldreth-Ｈouck型の場合は説
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明変数の２次の項までしか含んでいないので，

さらに，３次の項まで含めると仮説は棄却され

た。

Ｈildreth-Ｈouck型＝16.18

３次の項まで＝35.44

　従って，この結果は何らかのかたちで係数が

変化している可能性を示唆している。

　参考までにOLSとＨi ldreth-Ｈouck型の場合の

GLSの推定結果を示すと

　　　　　β０　　β１　　β２　 Ｓ.Ｅ　　Ｒ
２

OLS　－1.107　1.026　0.082　0.034　0.889

　　　 (0.370) (0.056) (0.044)

GLS　－0.753　0.963　0.075　0.029　0.865

　　　 (0.403) (0.062) (0.043)

　　　括弧内は標準誤差

となった。二つの推定結果にはさほど差がない

ようであるが，GLSの方はＨ i ldreth-Ｈouck型を

仮定した場合であり，Ｂr eush-Ｐagan検定の結

果を考慮すれば妥当なものと思われる。しか

し，このような分析は係数を変化させている要

因だけが，誤差項の分散の不均一性をひきおこ

していると仮定していることに注意すべきであ

る。そのような要因以外にも誤差項の分散に不

均一性をもたらす要因が存在すれば，ここでの

分析は有効なものになるとは限らない。ここで

の例ではOLSで推定したときのD.W.比は0.20

となっており誤差項に正の系列相関が存在する

可能性を示唆している。さらに価格弾力性をあ

らわす係数β ２の符号が正になっている。

Ｈildreth-Ｈouck型を仮定した場合のＧＬＳ推定で

も符号は正のままであり，誤差項に対する仮定

に疑いの余地がある。ただし本章の目的がモデ

ルの推定上の問題点を示すことにあるので以降

も上述のモデルが真のモデルであり，諸仮定も

正しいものとして例をすすめる(誤差項に１階

の系列相関を仮定して，カルマン・フィルター

図２

図１

・アルゴリズムによる可変係数回帰モデルを分

析にもちいる場合には状態空間表現をそのよう

な仮定に合わせて表現し直せばよい)。

次に逐次型の分析にともなう初期値の問題を

示すために，以下の

1) 係数に関してはゼロ，その分散に関して

　は十分に大きな値

2 ) 全てのデータを使って得られた係数の推

　定値とその分散

3 ) 全てのデータを使って得られた係数の推

　定値と分散に十分大きな値

によって初期値を決定しカルマン・フィルター

・アルゴリズムをもちいて係数の変化を推定す

る。以下に示すグラフが各方法によって得られ

た初期値を使った推定結果である。
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図３ 図５

図６

　図７は被説明変数とその推定値(ノイズなし

の説明変数によるものとノイズ付きの説明変数

によるもの)のグラフである。このグラフから

可変係数回帰モデルによる被説明変数の推定値

が，いずれの場合にも過剰なフィッティングに

なっていることがわかる。さらに係数の変化を

示すグラフは以前の例よりも大きな変化を示し

ている。この例で説明変数に加えたノイズは，

被説明変数の推定誤差としてではなく，係数の

変化として現われているのである。このように

データに観測誤差を含む場合に，固定係数回帰

図４

　この図１から３より初期値の選び方で推定結

果が変わってくることがわかる。初期値の選択

に関しては様々な実験が試みられており，例え

ば１)の方法では始めの数期を除いて初期値の

影響がほとんどないといった結果もあるが，必

ずしもそうでないことは図から明らかであろう。

　次にデータの精度に関する例を示すために，

先の例でもちいたデータに意図的にノイズを加

えデータの精度を低下させる(説明変数のデー

タに平均ゼロ，標準偏差0.1の正規乱数を加え

た。このデータをもちいて固定係数回帰モデル

でOLS推定したときの決定係数は0.40であっ

た)。このデータをもちいてカルマン・フィル

ター・アルゴリズムによる係数の変化の推定を

おこなったものを以下の図４から図７で示す

（初期値に関しては先の１）による方法を採用

した)。

図７



可変係数回帰モデルの理論的側面と応用上の問題点

- 12 -

モデルではそのような誤差を含んでいることを

考慮した推定法も考えられてはいるが，事実上

データに観測誤差が含まれているかどうかは自

明でないことが多く，まして可変係数回帰モデ

ルの場合にそのような問題をも考慮して推定を

行うことは現実的ではない。一般に，定式化さ

れたモデルが真のモデルであるかどうか，ある

いは分析にもちいるデータが観測誤差を含んで

いるかどうかを完全に知ることができない状況

では，ここで示した例と同じ様な推定結果にな

る場合がある。そのような結果になった場合，

その結果の解釈には十分注意が必要である。な

ぜなら係数の変化がデータに含まれる観測誤差

や，モデルの特定化のミスに起因している可能

性があるからである。

　このように考えていくと，Ⅲ－２で係数の変

動に対して仮定されたランダム・ウォーク・モ

デルはかなりの変動に対処できるが，このこと

がかえって分析結果を不正確なものにしている

ことになる。そこでモデルやデータに関して完

全な情報がない場合に可変係数回帰モデルに

よって分析をおこない，このような問題に対処

するには，Ⅲ－２でのような最尤法による未知

パラメータの推定を放棄し，それらを恣意的に

決定し分析を行うか，割引あるいは通常の逐次

最小二乗法，局所的に最小二乗法を行う等が考

えられる。またモデルを定式化した後可変係

数回帰モデルによって推定を行う前に固定係数

での推定を行い，ある程度モデルや誤差項に対

する仮定の妥当性をチェックしておくことが望

ましい。

ⅤⅤⅤⅤ．終わりに

　本稿では回帰モデルの係数が変動することに

対する影響に関して頑健な推定法と変動してい

る係数自身を推定する方法，それらの理論的な

背景と問題点を示した。係数の変動を推定する

方法としてもっとも利用されているカルマン・

フィルター・アルゴリズムによる方法は分析し

ようとする対象に関する情報が少ない場合，

“分析結果を誤ったものにしてしまう”といっ

た，重大な問題点を含んでいることを簡単な例

をもちいて示した。このような分析の目的が係

数の変化をとらえることによって，構造変化を

検証しようとする場合には，カルマン・フィル

ター・アルゴリズムによる可変係数回帰モデル

よりも係数が変化しているかどうかの検定や係

数の変動を確率モデルではなく決定論的な方法

で近似した推定法が有効であると考えられる。

本稿を終えるにあたって，このような分析を試

みる場合に注意すべき点を再度あげておく。

１ 分析にもちいるモデルの吟味を十分に

　　　行っておくこと。

　２　推定の際には単独の方法をもちいるので

　　　はなく，逐次型やランダム係数型，ある

　　　いは本稿ではふれなかったが(Ｇradua1)

　　　Ｓw i t ch ingモデルといった様々な方法を

　　　適用して最終的な結論を導くべきである。

　３　検定によって係数が変動しているかどう

　　　かを検証してみることも必要である。２

　　　であげた推定の際の注意点と同様に検定

　　　に関しても様々な方法が考えられている

　　　ので，一つの検定で結論を求めるのでは

　　　なく各種検定法を適用して結論を導くべ

　　　きであろう。

 (本稿で紹介しなかった他の推定法，検定法に

関してはＫr a�� mer(1989)の最終章の文献リスト

を参照されたい。)

　以上の点を十分に考慮して分析を行えば，分

析結果が誤ったものになる可能性は少なくなる

であろう。これまで可変係数回帰モデルは理論

的に定式化されているものは多様であったが，
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実際に分析に適用するには，推定のためのプロ

グラムを書かなければならないといった技術的

な困難や分析の対象に関する情報がかなり多く

ないと結論を誤ってしまう等の問題点があった。

しかしながら近年，パーソナルコンピュータで

のパッケージ・ソフト( R A T SやT S P )の開発

にともなって可変係数回帰モデルによる分析が

容易にできるようになってきている。このよう

な分析が数多く行われ，有用な結果が可変係数

回帰モデルによって導きだされることを期待し

て本稿を終えることにする。
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補論　カルマン・フィルター・アルゴリズム

　カルマン・フィルター・アルゴリズムは，

Ｋ a l m a n( 1 96 0)が提唱したものであり工学系

の分野，特に制御理論にあってはその貢献度は

多大なものがある。さらに応用面においても数

多くの研究がなされている。

　経済の分野への応用では，可変係数回帰モデ

ルヘの適用で多くの実証分析があるが，このカ

ルマン・フィルター・アルゴリズムの可変係数

回帰モデルヘの適用は基本的には統計学の分野

では以前から逐次最小二乗法として知られてい

るものであり，このアルゴリズムを用いること

の有用性は，経済理論をもとにして構築された

各種統計モデルの推定手続きを効率的に行える

ことにある。以下では，カルマン・フィルター

・アルゴリズムと係数の変動をA R M Aモデル

で近似した場合の可変係数回帰モデルを示す。

　一般に次の線形確率システムを考えるとき

ＺＺＺＺｔはｎ次元状態変数ベクトルであり，ｙｔはス

カラーの観測値である。このシステムの係数で

あるＦＦＦＦ，ＧＧＧＧ，ＨＨＨＨ ｔ，は各々ｎ×ｎ行列，ｎ×ｋ行

列，１×ｎ行列とし，各行列の要素はすべて非

確率変数とする。初期状態ＺＺＺＺ０は既知の確率ベク

トルとし(正規性を仮定する)，ｕｕｕｕｔ(ｋ次元ベク

トル)，εｔに関しても同様に正規性を仮定する。

このときＺＺＺＺｔ，ｙｔはともに正規過程になってお

り，時刻１からｔまでの観測データから生成さ

れるσ-集合体をＹｔ＝σ{ｙ１，ｙ２，…，ｙｔ}

とおくとＹ ｔは情報増大系になっており，この

情報増大系Ｙｔに関するＺＺＺＺ ｔ＋ｍの条件付き期待値

　さきに述べた線形確率システムでのｕｕｕｕｔ，ｙｔ

は各々，システムヘの入力，出力としてシステ

ムの外部にあり，観測可能な変数であるのでシ

ステムの外部変数という。これに対して，ＺＺＺＺｔは

システムの内部変数とよばれる。このようにシ

ステムの入出力関係を時間階差を１期だけにす

ることによって，今期の入力と今期のシステム

の状態が来期のシステムの状態を決定するとい

う最小単位の因果律を構成することが可能にな

る。このような最小単位の因果律を構成するた

めにはシステムの内部記述を明確にしなければ

ならない。このシステムの外部記述が与えられ

たときに内部記述を求める問題は実現問題とよ

ばれている。

　一般に我々は対象としている問題に対して特

定化されたモデルを上述したような状態変数を

用いたモデル(状態空間モデル)として表現す

ることができる。しかしながら，再構成された

状態空間モデルはシステムによる次期の出力を

決定する上で必要最小限の情報をもっていれば

Ｅ(ＺＺＺＺｔ＋ｍ│ＹＹＹＹ1)はＺＺＺＺｔ＋ｍの線形最小分散推定値 mt／Ẑ
と一致する。

へ
　換言すれば

mt／Ẑ はｙ１，ｙ２，…，ｙｔで構成

される線形空間上の直交射影である。

　このとき，カルマン・フィルター・アルゴリ

ズムを以下のように構成することができる。
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十分であり，不必要な情報まで取り込むことは

モデルの構成を複雑にするだけでなく，計算過

程を非効率にし，さらに計算そのものを不可能

にしてしまうこともある。また，異なる内部記

述で同一の外部記述をもつシステムが無数に存

在するが，上述の実現問題を解くには最小次元

の実現を求めれば十分である。したがって，状

態空間モデルを構成する際には必要最小次元の

モデルを構成することが重要となる。このため

の条件として次に述べる可制御性，可観測性が

ある。

　定義１　可制御性

　初期状態をＺＺＺＺ０＝０とする。このとき適当な制

御入力ｕ ０ ， ｕ １ ，…，ｕ ｎ － １によって状態ＺＺＺＺｎが

Ｒ ｎの任意の状態をとることが可能なとき

(ＦＦＦＦ，ＧＧＧＧ)は可制御であるという。システムが可

制御であるための必要十分条件はｎ×ｎｋ行列

ＷＷＷＷを

とおくと，ｒａｎｋＷＷＷＷ＝ｎである。

　定義2可観測性

　入力をゼロとしたときに，任意の初期状態

ＺＺＺＺ０が出力である観測値ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ－１か

ら一意的に決定されるとき，(ＨＨＨＨｔ，ＦＦＦＦ)は可観測

であるという。このため必要十分条件はｎ×ｎ

行列ＭＭＭＭを

とおくと，ｒａｎｋＷＷＷＷ＝ｎである。

　上で示したシステムが２つの条件を満足する

とき，(ＦＦＦＦ，ＧＧＧＧ，ＨＨＨＨｔ)は最小実現となる。実際に，

　ＺＺＺＺｔはｍｋ次元状態変数ベクトルとする。しか

しながら上記の状態空間表現は必ずしも可制御・

性，可観測性の条件を満足するとは限らない。

　アルゴリズムの初期条件であるＺＺＺＺ＊，ＰＰＰＰ＊，及び

さらに上記のA R M Aモデルを状態空間モデル

に変形すると

可変係数回帰モデルとして係数βｔの変動を求

める場合には，その係数をある特定の時系列モ

デルで表現して，未知のパラメータを推定する

ことになる。しかしながら，そのように特定化

されたモデルの推定のための計算量は，かなり

大きなものとなる。そこで計算を効率的にする

ために，このカルマン・フィルター・アルゴリ

ズムを用いることになる。

　ここでは例として，係数の変動を A R M A

( ｐ， ｑ )モデルで表現することができると仮

定した場合を示す。このとき係数の変動を表現

した式は以下のようになる。ただし，ｍ＝ｍａｘ

(ｐ，ｑ＋１)とする。
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係 数変 動を近似し た A R M Aモデルの係数

Φｉ，Ψj，i＝１，…，ｍ，j＝１，…，ｍ－

１，さらにＱＱＱＱ，Ｒが既知の場合には，カルマン・

フィルター・アルゴリズムを用いることにより

状態変数ＺＺＺＺ ｔの推定値の計算を効率的に行うこ

とができ，得られた推定値も最小分散という意

味において，よい推定値である。したがって，

アルゴリズムに必要な初期条件等が既知である

場合には，カルマン・フィルター・アルゴリズ

ムを用いることで効率的な計算と通常，我々が

最小二乗法を用いて得られる推定量と同等とい

う意味でよい推定値を得ることができるのであ

る。しかしながら，初期条件等があらかじめ既

知であることは，経済の分野では希であり，な

んらかの方法でそれらを求めることが必要にな

る。
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