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１．緒 言

本報告は文献�の「�法を用いたコンピュータ

による構造解析（剛域とせん断変形の影響を考慮

する場合）」の内容を含み、新しい知見を付加し

てまとめ直したものである。次に本報告のねらい

と目的について述べる。開口のある耐震壁または

壁式ラーメンをもつ構造物をラーメン構造解析理

論で解くには、曲げ変形だけを考えた普通の解法

では不十分である。このように材長に比べて材せ

いが相当大きい部材になると、そのせん断変形

が、曲げ変形に比較して無視できなくなり、時に

は支配的になる。本報告では、材端に剛域をもつ

材で、曲げおよびせん断変形を考慮に入れた場合

の高層多スパン一般矩形ラーメンを�法を用い

て解析する場合の解析原理、手順および計算結果

などを示すものである。

２．�法によるラーメン構造解析理論

２．１ ラーメン各部の節点と構成部材

図１の��層��スパン一般矩形ラーメンに各

節点番号を図示のように付ける（図１は４層４ス

パンラーメンの例）。破線の交わる仮想節点は計

算機使用メモリー節約のため、ラーメンの上側お

よび右側のみを考えている。左から�番め、上

から�番めの節点番号を�とすると、�は次式で

表される。

＊１新潟工業高等学校、＊２Sony Electronics Inc.（USA）

図１ 高層多スパンラーメン

図２ 剛域とせん断変形を考慮した部材
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��������������� （２．１）

ここで、実節点に対して�、�はそれぞ

れ、�については 1から����までの値

を、�については 2から����までの値を

とることになる。また、各節点をつなぐ構

成部材、すなわちはりや柱は図２で示した

ように、部材長�のうち、長さ��および

��部分が剛域から成り、長さ��の部分が

弾性変形可能な領域であるが、長さ�に比

べて材せい�がかなりおおきい場合に

は、せん断変形についても考慮する必要が

あることを示している。図中の剛域以外の

部分に付記した変数は、後述するように、

部材の縦弾性係数を	、横弾性係数を
、

せん断力形状係数を�として示してあ

る。長方形断面の場合は�����であり、

円形断面の場合は�����である。また、

�は部材の断面２次モーメント、�は部材

の断面積を表す。

２．２ 解析のアルゴリズム

次に基礎ばりを有し、剛域とせ

ん断変形の影響を考慮したラーメ

ン解析の電子計算機によるプログ

ラミングに便利なように、必要な

諸式を誘導しよう。初めに任意の

節点�に連なる周囲の各部材の節

点番号について考えてみよう。前

報�と同様に左、右、上、下の各

節点の番号を図３のように�，
，

�，�とする。これらは節点番号

�とのあいだに次の関係がある。

������


�����

�����������

����������

�������
������
（２．２）

節点�に隣接する各部材の

材端�における曲げモーメント

図３ 節点 i に隣接する節点番号

図４ 節点 i に隣接する各部材の定数
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��������������は、はり（�����	��）および柱（��
�
���）について、それぞれ式（２．３）、

（２．４）のように与えられる。

������
������������������

������
�����������������
� （２．３）

������
�������������������
���

������
�����������������
�
� （２．４）

ただし、実節点に関し、���のとき�����，���	��のとき�����とし、また
��のとき

�����である。基礎ばりが支持されている場合を対象としているので、
�
���の場合は式（２．５）

を満足する。

����� （２．５）

ここで、��，��は節点回転角、�
��，�
は上から第
��層および第
層の各柱の上下端節点の部材

回転角で、�は縦弾性係数、
��，
��は剛度（断面２次モーメントを部材長で除したもの）である。

��，���，��および��，���，��，��，������������ははりおよび柱の剛域形状とせん断変形を考慮に入

れた定数である。�曲げとせん断の両変形を考慮する必要があるのは、部材のせい�がそのスパン�に

対して������になる場合と言われている。

両端に長さ��，��の剛域をもつはりや柱（図

３）の前述の定数は、剛域部分の曲げ剛性��

を無限大と考え、モールの定理に代入して得ら

れる次式（２．６）並びに（２．７）から求めること

ができる。式（２．７）において、�，��，��を

���，����，����とおけば�，��，�はそれぞれ

��，���，��を、また式（２．７）において、�，

��，��を���，����，����とおけば�，��，�，�，

��はそれぞれ��，���，��，��，���を与える。

図４には節点�に隣接するはり及び柱に属する

これらの定数を示しておいた。固定端モーメン

トについては頻出する荷重状態に対して公式が

あるが、剛域およびせん断変形を考慮したもの

についても公式化しておく方が便利であり、図

５には等分布荷重 w 並びに集中荷重�が働く

場合の例が示されている。

��
��������

�������������������������
�

���
��������

�������������������������
�

��
���������

�������������������������
�

���������

�����������

�����������������������������
（２．６）

図５ 剛域とせん断変形を考慮した固定端
モーメント

表１ 対応記号
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ここで

��������������
������������

��������������
������������

����������������
����������

�������������������	��

�������

���������������

�������

�����������������������������
（２．７）

言うまでもなく、�������，���とおけば、

式（２．６），（２．７）から得られる定数は	�	���，


��，������となり、本報告の材端曲げモー

メントの式（２．３），（２．４）は、すでに報告した論

文などで示したように、剛域がなく、且つせん断

変形を考慮する必要のない部材の場合

に得られる材端曲げモーメントの式

（文献�の式�～�および文献�の式

�～�）に一致することがわかる。

さて、当然のことながら剛域とせん

断変形を考慮した剛節構造がつりあい

の状態にあるためには、次式の平衡方

程式を満たさなければならない。すな

わち、任意の節点�に関する節点方程

式
������
����������

（２．８）

並びに各層ごとに成立する層方程式

�
���

����

����������������

（２．９）

�
���

����

��������������

（２．１０）

を満足する必要がある。

この層方程式は第２層から最下層までの各層で成立つもので、式（２．９），（２．１０）はそれぞれ第���

層、および第�層の層方程式を示す。また、式中の����，��は第���層および第�層の層モーメ

ントである。これらの平衡方程式に式（２．３），（２．４）などで示される各材端曲げモーメントを代入し、

��������������������
�����

�������	���������	�
� （２．１１）

を用いて整理すると、次の諸式（２．１２）～（２．１４）が得られる。

図６ 各層上端の節点の水平方向変位

図７ はり部材のたわみ曲線

図８ 柱部材のたわみ曲線
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�����������������������������

���������������������������������	�

��������
���������
��������

（２．１２）

�
���
�
���

�
��

�����������������������������
��

�
���

�
��

�����������

（２．１３）

�
�
�
���

�
��

�������������	�����	����������


�
��

�
��

�����������

（２．１４）

つぎに次式（２．１５），（２．１６）のとう度係数�
、分配率��などを用い、剛度���，���と係数��，��，

��，��などとの積を表１に示したように対応する記号で置き換えて、さらに式（２．１７）～（２．２０）の関

係を用いて、式（２．１２）～（２．１４）の変換を行う。すなわち

�
����
�� �
���

�
��

�����������

�
��
 �
���

�
��

�����������

������
�����

（２．１５）

����������
���

�
��

�����������

������������
���

�
��

�����������

����������
���

�
��

�����������

������������
���

�
��

�����������

��������������
�������������

（２．１６）

図９ �法による計算の流れ図
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および表１の記号を用いて定義した次

式

��������������

�����������

�������������

����������

�������
������
（２．１７）

���������������

��������������

���������������

��	������������

��������������

��������������

��������������

��	�����������

������������������
�����������������

（２．１８）

を使用し、次に示す関係式（２．１９）と

新たな変数（２．２０）、すなわち
��
������
���
�

��
������
���
�
� （２．１９）

����������

���������
� （２．２０）

を用いると、節点方程式、層方程式は

結局次式のように変形される。

���������������������

����������	���	��

��������������
��

�
�� （２．２１）

���������������� （２．２２）

������
���

����

�����������������

�����������������

����� （２．２３）

����
���

����

���	������	���	�

��	���	����	�����

��� （２．２４）

ここで、��
�や�
��などは伝達率に相

当し，��，���などはそれぞれ分配率、

たわみ角係数であり、
��，
��は固定

端モーメント、����，��は層モーメ

ントと呼ぶことはすでに述べた。�法

は、繰返し演算によって希望する精度

表２ 図１０のラーメン部材の各部寸法

図１０ ３層３スパン矩形ラーメン

図１１ �法による材端モーメント
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の���を求め、��，��を決定する方法

である。式（２．２１）～（２．２４）はラー

メン各節点のたわみ角係数���の初期

値が与えられると、逐次近似法により

高い精度のたわみ角係数���と、とう

度係数��の値を順次求めることがで

きることを示している。

���の初期値の決定は次のように行

うことができる。先に述べた式（２．１２）

で示される節点方程式および式

（２．１３），（２．１４）で示される各層方程

式中の右辺の�の値をすべて��に等

しいとおき、層方程式を節点方程式に

代入、整理することによって得られる

���を����とおくとき、これは���の初

期値、すなわち第１近似解����を与

える。����は次式（２．２５）のように得

られ、したがって����も式（２．２６）の

ように計算される。

������������������

���	���
���
���

���
�

��
���

���
�����

��
��
����� ��

（２．２５）

������������������

（２．２６）

こ の����，����を 式（２．２１）～

（２．２４）に適用すれば、順次高

い精度の���，��などが得られ

たことになる。したがって、希

望する精度に達した���，���，

����，��を用いればたわみ角

とう度法の基本式から任意の節

点 i まわりの材端曲げモーメン

ト��
（
�	�
����）が次式

のように定まることになる。

はりについては、

図１２ 各部材の曲げモーメント図

表３ 図１３のラーメン部材の各部寸法

図１３ 部材の一部を欠く４層３スパン矩形ラーメン
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�����������������������

�����������������������
�
（２．２７）

柱については

��������������������	
�����

��������������������	
��
�

（２．２８）

のように得られる。

水平方向の荷重による第 n 層の上

端の節点の水平方向変位�
（図６参

照）については次式（２．２９）から、ま

た節点 i の左側のはりおよび下側の柱

の曲げ変形によるたわみ y および x

（図７、８を参照）については、それ

ぞれ次式（２．３０）～（２．３３）から求め

ることができる。ここで、図８につい

ては柱��の方向を９０°横に倒して図

示していることに注意してほしい。

�
��
��



���

	��� （２．２９）

��
�


�

�

��
� ��

�
����

��
�
���������
����

� ���
�
�

�
�����

�
�

��
�� ����

�	������	����������

（２．３０）

��	������	�

�������
��

���	��������������

����
����������

������������	
（２．３１）

��
�


�
�����������

��

����
�����

��

�
� ��	������	� ��������� （２．３２）

��	������	�

��	���	
��	���������

�������
��

����
����������
� （２．３３）

図１４（a） �法による材端モーメント

図１４（b） 剛性マトリックス法による材端モーメント
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３．計算の流れ図と計算結果例

３．１ 計算の流れ図

以上の計算の流れをフロー

チャートに示すと図９のように

なる。電子計算機による計算を

始めるに当たり、図１のような

高層多スパン一般矩形ラーメン

の図を描き、各節点番号を確認

するとともに、各部材の剛度

���，���を定め、各はりに働く

垂直力並びに剛域寸法、せん断

形状係数�などから固定端

モーメント���，���を、また各

柱に働く水平力から層モーメン

ト�	を求めておくことは言う

までもない。層モーメント式に

ついては文献�の式（３２），（３３）

を参照されたい。

以上、実節点に関するこれら

の値および部材長並びに剛域寸

法などを入力データとして与え

ると、電子計算機は図９の流れ

図に従い演算を実行する。��


が要求する精度の値を示す

ま で 計 算 を 継 続 し、終 了

（������，	�	���の節点

のたわみ角係数��
�
の値で終

了判定）すると、本計算プログ

ラムの中で引き続き式（２．２７），

（２．２８）により各部材の材端曲げモーメントが計算される。そして、これらの値が各節点および各層の

平衡方程式、すなわち節点方程式と層方程式を満たすことをチェックして一通りの計算結果の出力後、

全計算を終了する。

３．２ 計算結果例

図１０は計算例に使用する３層３スパン矩形ラーメンである。節点 i に連なる各部材は表２の寸法をも

ち、各はりとも等分布荷重 w と各層に図示のような水平荷重�	（	������）を受けている。層モー

メントは�������������，��������������	���，����������������
���のように

得られる����������
���。また、固定端モーメントは、縦弾性係数 E、横弾性係数 G およびせん

図１５（a） �法による曲げモーメント

図１５（b） �法によるたわみ曲線
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断力形状係数�を用い、図５の諸式から計算できる。図１１は本例題の演算から得た材端モーメントの

値をラーメン図に付記したものであり、ラーメン各部材が受ける曲げモーメント図を描いたものが図１２

である。

本方法では各層ごとに水平方向および垂直方向の節点の移動がそれぞれ同じであることが保証される

場合には、矩形ラーメンの一部のはり、柱が存在しない場合でも、本方法によるラーメン構造解析が可

能である。図１３は、図１のように表した４層３スパン一般矩形ラーメンにおいて、図１３に図示されてい

ないはり及び柱の剛度���，���をすべて０とした高層多スパン一般矩形ラーメンの場合であると考え

ることができる。したがって、この場合にも本方法による解析は可能であり、図１４（a）はこのように

して水平、垂直両荷重を同時に受けるラーメン構造物について、�法による材端モーメントを求めたも

のである。図１４（b）は同じラーメン構造物を、剛性マトリックス法�により解析した結果であり、両

者は極めて近い値を与えることが分かる。図１５（a）および図１５（b）は、それぞれ図１３の、部材の一

部を欠く４層３スパン矩形ラーメンにおいて、等分布荷重 w と、水平荷重��（���������）を受け

る場合の各部材の曲げモーメント図と、はり及び柱部材に与えられるたわみ変形曲線図を示す。

図１６（a） 剛域とせん断変形を考慮し
た２層１スパンラーメン

図１６（b） 図１６（a）に付した節点番号

表４ 図１６のラーメン部材の各部寸法

― 22 ―



４．せん断変形の影響の程度

ここではせん断変形を考慮する場合

の影響を、図１６（a）の２層１スパン

（����，����）の簡単なラーメン

構造物を例に取り、眺めてみたい。

剛域や材せいを考えない場合には、

普通部材の中心線を取り出して、図１４

（b）のように線材として取り扱って

いる。ところが材せいが大きくなると

せん断変形の影響が無視できないこと

が知られている。ここでは、図１４（a）

のように部材に忠実な場合（せん断変

形、すなわち、材せいの影響と剛域の

影響の両方を考慮した場合）と図１４

（b）の線材に剛域の影響のみを付加

した場合について、�法による両者の

解の比較を行ってみたい。剛域などの

寸法などは表４に与えられている。

図１４（a），（b）の各はりには図１７（a）に

示したように等分布荷重��������

がかかり、２層目の上端に水平荷重

�����が図示の方向に働いているも

のとする。図１７（b），（c）には、それ

図１７ 荷重状態（a）と�法による材端モーメント
－（b）剛域とせん断変形を考慮、（c）剛域のみを考慮

図１８ �法による曲げモーメント図
（a）剛域とせん断変形を考慮、（b）剛域のみを考慮

図１９ �法によるたわみ曲線
（a）剛域とせん断変形を考慮、（b）剛域のみを考慮
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ぞれせん断変形の影響を考慮した場合と考慮しない場合の材端モーメントの値が、ラーメン図に付記す

る形で、対比されて示されている。同様に、図１８（a）（b）には曲げモーメント図が、また、図１９（a），

（b）には節点の水平変位��および各部材のたわみ変形曲線（はりではたわみ y、柱ではたわみ x の曲

線）が対比して示されている。これらのことから、せん断変形の影響を考慮すると、ほとんどの計算値

が大きめに与えられることが分かる。ここに、材せいが大きい場合にはせん断変形への配慮が必要であ

ることが認められる。

参考までに、耐震計算では、曲げとせん断変形を考慮する場合、材せい h がそのスパン長 l に対し

て、

� ���ならばせん断が支配的である。

� ������ならば両者の変形が同等である。

� ������ならばせん断が衰える。

� �������ならば曲げだけ考えればよい。

などと言われており、������以上になると、曲げとせん断を考慮したラーメンの特殊解法が必要にな

る。

５．結 言

以上、たわみ角とう度法の一つである�法により基礎ばりを有し、剛域とせん断変形を考慮して、

高層多スパン一般矩形ラーメンを電子計算機を用いて構造解析する場合の解析法を示した。筆者らはす

でに�法を用いた構造解析法についていくつかの報告�～�，�～�をしているが、剛域をもつ材で、曲げ

およびせん断変形を考慮に入れた場合でも、本�法は有効な解析法であることが示された。なお、計

算プログラムについては紙面の関係で省略したが、構造解析に携わる技術者が比較的小容量のパーソナ

ルコンピュータを用いて手軽に演算結果を得ることに役立ててほしい。
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