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技 術 資 料 

 

移流拡散方程式の解析解(2) 

齋藤 大作*  星  清** 
 

１．はじめに 

 移流拡散方程式の解析解(1)では、速水の式における 

拡散係数を一定と仮定して、水位変化についての簡単な 

例題を用いながら解の導出について述べた。今回は河道 

内の物質の移流拡散現象について考えることにする。物 

質濃度を c、流速をμ、混合係数D、時間 t、流下方向に 

χをとると速水の式は以下のようになる。 

 

(1) 

 

 上式は、一次元移流拡散方程式であり、河川内の物 

質の流下特性を表したものである。この式の右辺の混合 

係数 D は分散係数と呼ばれ、濃度分布を決定する主要 

因である。すなわち、これを的確に評価することがピー 

ク濃度や物質の拡がりの程度を議論する上で重要な要素 

となってくる。しかし、実河川における分散係数 D は 

空間的な流速分布や河道形状に影響を受け、簡単に推定 

することは困難である。実際にはトレーサーによる現地 

観測と理論解析との比較より推定することが望ましい。 

しかし、環境上の制約により適当なトレーサーがなく観 

測例も数少ないのが現状である。 

ここでは、(1)式の D を理論的に決定する方法を示す 

が、河道の断面形状が距離に関して一定でないこと、こ 

れに伴う流速分布の変化、河岸の凹凸による物質の補足、 

自浄作用等により濃度分布は変化する。このことからも、 

実河川への適用は観測値との比較により行うことが望ま 

しい。したがって、ここで示す分散係数に関する理論的 

な考え方は、物質の流下特性の概要を明らかにするため 

に用いるものとする。 

 

２．拡散と分散 

本題に入る前に拡散と分散（移流拡散とも言う）に 

ついて述べる。拡散現象と分散現象は(1)式の右辺の形 

 

で記述されるが、この中に含まれる混合係数の意味が違 

ってくる。拡散は層流中における分子拡散と乱流中で生 

じる乱流拡散とがある。 

図-1の(a),(b)はそれぞれ、濃度についてのある瞬間の 

鉛直分布と断面内の任意点における濃度の時間変化を模 

式的に示したものである。図-1に示すように濃度分布 

は空間的にも時間的にも変動している。 

ある物質の瞬間的な物理量は時間的な平均量と変動 

量の和で表され、拡散は変動量によって生じる量を表し 

ている。通常乱流拡散を議論する時には物理量(ここで 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

は c とする)に記号を付加し c、c'としてそれぞれ、時 

間平均量と変動量として表す。 

すなわち、流速と濃度の瞬間値は次式で表される。 

 

 

これに対し、分散は空間的な平均量と平均量からの 

偏差から求まる。分散について議論するため、空間平均
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量およびそこからの偏差について、それぞれε、〆と 

して表現することとする。まず、最も簡単な条件として、 

混合が無い場合を考える。この場合においても、流速分 

布により流れ方向に分布を持つことになる(図-2 (a))。 

次に、拡散を考慮した場合は徐々に流下方向、水深方向 

に拡がっていく(図-2(b))。これがさらに流下すると鉛 

直方向に一様な分布を示すようになる(図-2(c))。この 

段階において、濃度分布を記述する微分方程式を分散方 

程式と呼ぶ。 

物質が断面全体に拡がった後には 

 

(2) 

と表すことができる。(2)式を次の 3 次元方程式(Fick 

型の方程式と呼ばれる)で表現する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 

 ここで、k は分子拡散係数、  邸 1 陽κはろ 方向 

の渦動粘性係数である。 

(3)式に(2)式を代入して断面平均すると、次式を得る。 

 

(4) 

 

 右辺第 3 項は断面内の速度偏差、濃度偏差による輸 

送量で、これについても Fick 型の方程式で表せると仮 

定すると、次式が成立する。 

 

(5) 

 

 その結果、1次元の分散方程式として次式を得る。 

 

(6) 

 

 一般に、(5)式の右辺は、第 3項の影響が大きく 

 

 

 

とおいても差し支えない。 

開水路内において、物質は水深方向および水路幅方 

向に拡がりながら流下している。このとき、水深は水路 

幅に比べて小さいため、濃度が水深方向には速く均一化 

する。したがって、物質の流下特性を議論するとき、こ 

こでは物質が水深方向に一様に拡った場合を考える。 

濃度分布を決定する主要因は、流れ方向の移流と水 

路幅方向の拡散であると考えられる。よって、放出した 

物質が水路幅方向にほぼ一様に広がったのちに、1 次元 

分散方程式が適用できる。すなわち、混合の初期段階で 
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は、物質の分布は速度場の影響を強く受けるため、２次 

元および３次元の検討を行う必要がある。 

 

３．二次元開水路における分散 

Elder は二次元的開水路流れにおける分散について研 

究を行った。ここで述べる二次元は水路幅方向に現象が 

一様で、鉛直方向の偏差のみを考えた鉛直二次元である。 

Elder によれば縦分散係数は次式で表される。[補遺 1] 

 

(7) 

 

 ここで、流れ方向にχ軸、鉛直下向きに 軸をとり、 

hは水深、u″は断面平均流速からの偏差、     は 

鉛直方向の渦動拡散係数である。 

Elderは流速分布を対数則とし、Reynoldsの相似則 

が成立すると仮定して 

 

(8) 

 

を導いている。また乱れの等方性を仮定し、流れ方向へ 

の物質拡散の寄与も考慮すると、流れ方向の平均渦動拡 

散係数Ｋｖは、鉛直方向の渦動拡散係数Ｋｚの水深方向の 

平均値となり 

 

        (9) 

 

となる。ここでκ=0.41 はカルマン定数である。したが 

って、拡散の効果を考慮して修正された縦分散係数は次 

式で表される。 

 

(10) 

 

 さらに、Elder は染料を投入した実験を行い、水深に 

関して平均された断面内の代表的な横方向の渦動拡散係 

数として次式を得ている。 

 

  (11)  

 

４．河川における物質の流下 

４．１ 河川での分散 

先に述べた二次元開水路では、横断方向に一様な流 
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れを仮定したが、自然河川での物質の分散は横方向の速 

度偏差が重要な因子となってくる。河川内での縦分散係 

数は Fischerにより、次式のように求められた。 

 

 

(12) 

 

 

 ここで、Aは流水断面積、Bは水面幅、yは河幅方向、 

h=h(y)は水深であり、q″は断面平均流速からの偏差に 

関する量で 

 

 

(13) 

 

である。(12)式についても[補遺 1]と同様にして求める 

ことができる。(具体的なDの導出は演習問題を参照) 

また、式(12)は近似形として、次式も導かれている。 

 

(14) 

 

次に、移流拡散方程式の解析解により、具体的に流下 

特性を考察することにする。 
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点源発生の流下物質の分布は移流拡散方程式を解くこ 

とにより、次式が得られる。[補遺2] 

 

(15) 

 

 ここで、 は物質濃度、Mは点源発生量、Aは断面積、 

Dは分散係数、ｔは時間、χは流下距離、 は断面平均 

流速である。 

(15)式に以下の値を代入することにより、その分布傾 

向を把握する。図-3 は(15)式について M=10.0 ㎏、 

A=100.0ｍ２、 ＝1.0m/s、D＝10.0 としたときの 

t=3600,10800,18000s の濃度分布を示している。時間の 

経過とともに濃度が分散しながら下流に移動しているこ 

とが示されている。次に、t=10800s(3時間)で分散係 

数が異なる場合にピーク濃度がどのようになるかを図- 

4 に示す。これより、分散係数が大きくなるにつれて、 

ピーク濃度が減少していることがわかる。横軸が対数表 

示されていることに注意すると、特に D の値が小さい 

ときには急激に減少している。よって、分散係数が特に 

小さい場合には的確に決定しなければならないことがわ 

かる。 

 

４．２ １次元拡散方程式の適用 

河川において 1 次元分散方程式が適用できるのは放 

出した物質が水路幅方向にほぼ一様に広がったのちであ 

る。すなわち、混合の初期段階では物質の分布は速度場 

の影響を強く受けるため 2 次元なり 3 次元の検討を行 

う必要がある。 

物質が水路幅全体に広がり、1 次元方程式により濃 

度分布が追跡できるようになる距離は、Fischer による 

水理実験と数値実験の結果から 

 

(16) 

 

で表される。ここで、Lは濃度分布が追跡可能となるま 

での距離(断面全体に物質が拡がるまでの流下距離)、ｂ 

は川幅の半幅、Rは径深、 は断面平均流速、u*は摩擦 

速度である。 

よって、L が対象地点までの距離より十分に小さけ 

れば 1次元分散方程式が適用可能となる。また、(16)式 

は B/hが 6以上の場合にも適用可能である。それでは、 

実際にどの程度の距離を流下することにより川幅全体に 

広がるかを見ることにする。議論を簡単にするために、 

広矩形断面水路における等流について検討を行う。 

流量 、河床勾配 I、マニングの粗度係数 n、川幅の 

半幅を b とし、水深は等流水深 hoとする。広矩形水路 

において、水深が川幅に比べ十分に小さいと仮定すれば 

径深 Rは水深 hで近似できる。 

等流水深 ho は上の諸量を用いて表すと以下のように 

なる。 

 

(17) 

 

 また、摩擦速度 u＊は次式で示される。 

 

(18) 

 

 これらを用いて(16)式を書き直すと以下のようになる。 

 

(19) 

 

(19)式より、b と I が増加すると L は増加し、 と n 

が増加すると減少することが推測できる。次に、実際に 

どの程度の流下距離を必要とするかを具体的に示す。 

図-5～10 はそれぞれ、流量 、河床勾配 I、マニング 

の粗度係数 n、川幅の半幅 b と水路幅全体に濃度が拡が 

るまでの距離 L との関係を示したものである。図-5～7 

は ,Ｉ,n と L の関係を示しており、横軸以外の変数を 

変えた場合についても示している。また、図-8～10 は 

bと Lの関係を示したものであり、横軸以外の変数をそ 

れぞれ変えたものである。各図で変数となるもの以外は 

b =20m、n=0.03、I=1/3000、 =100m3/s と固定してあ 

る。 

図-5～10 及び式(19)からも明らかなように、川幅の 

半幅 b の変化が L に最も大きく影響を与えていること 

がわかる。 
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演習問題 

川幅 40m の河川にある物質（点源発生）が流れてい 

る。以下の１）～３）の問いに答えよ。ここで、河川の 

断面形状は表-1 のように与える。また、河床勾配は 

1/3,000、マニングの粗度係数は 0.03とする。 

 

１）摩擦速度 u＊，粗度 k を求め、y=yiでの流速分布 

として対数則を適用することにより、流量 、 

断面平均流速 を求めよ。 

２）縦分散係数Dを求めよ。 

３）表に示す断面の河川に保存物質 10 ㎏のトレー 

サーが瞬間的に投入された。投入地点より下流 

30 ㎞で観測されるピーク濃度の値(ppm)と生起 

時刻を推定せよ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解答 

１）断面積 A、径深 R、摩擦速度 u＊の値は断面資料よ 

り、A=64.0㎡、R=1.58m、u＊=0.072m/sとなる。 

粗度κは粗面水路に対する流速分布としての次式 

 

(演-1) 

 

とマニングの平均流速公式より求めた関係式 

 

(演-2) 

 

と n=0.03より求まり、k=0.175mとなる。y=yi(m) 

での流速分布    に対数則を適用すると qiは次 

式で計算できる。 

 

(演-3) 

 

流量 は次式で計算できる。 

 

(演-4) 

 

これより、      となり、断面平均流速 

        となる。 

２）縦分散係数を次式により算定する。１）で求めた 

qiを用いて次式を数値積分する。 

 

(演-5) 

 

 

(演-6) 

 

ここで、     を用いる。 

 まず、     を次のように定義する。 

 

(演-7) 

 

と  を次式で数値積分する。 
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(演-8) 
  ただし、              とおく。 
最後に、縦分散係数Dは 

 

(演-9) 

 
と算定される。これよりD=1.8ｍ２/sを得る。 

３）まず移流域の長さを検討する。移流域の長さ Lは 

  

(演-10) 

 
となり、L≪30 ㎞であるから、対象地点では分散 
方程式が適用可能となる。 

   分散方程式の瞬間源の解は、A、 およびDを一 

  定として、投入された物質の総量をM(g)とすれば 

 

(演-11) 

 

  で与えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x=30000m、M=10000g を代入して濃度-時間曲 

線を求めると、図-12のようになる。ピーク濃度は 

0.185ppm、生起時間は投入後約 526 分(8.77 時間) 

である。 
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[補遺1] 

 濃度分布を決定する主要因は流下方向の移流と断面方 

向の拡散である。本文中の(3)式に(2)式を代入し、流下 

方向の移流項と断面方向の拡散項を残すと、濃度は以下 

のように表される。 

 

 

 

 

 

[補-1] 

 ここで、Ky，Kz断面方向の渦動拡散係数である。 

次に、各物理量の偏差が断面全体に渡って平均値より 

小さいと仮定し、微小項の積を無視すると上式は以下の 

ようになる。 

 

 

 

[補-4] 

 また、  が一定で、偏差が断面位置の関数と仮定す 

 

ると次式が得られる。 

 

[補-5] 

 

さらに、[補一 4]式において定常状態を仮定し、y方向 

の変化を無視して、[補-5]を[補-4]代入すると、 

 

 

[補-6] 

 

となる。これを fについて解くと次式が得られる。 

 

[補-7] 

 

次に、断面平均からの質量輸送量は次式で与えられる。 

 

[補-8] 

 

 さらに、バルク方程式中の係数としての分散係数の定 

義により、Ｍ
．
は以下のように表される。 

 

[補-9] 

 

[補-8]と[補-9]より、[補-5]を用いてDを陽形式で表す 

と次式となる。 

 

 

 

 

 

 

[補-10] 

ここで、w= /hとおくとDは以下の様に表現できる。 

 

[補-11] 

 

 

[補遺2] 

 

[補遺-12] 

 

は      の変数変換を行うことにより 

 

 

[補-13] 

 

 

と変換できる。 

上式は次に示す変数分離法によって解くことができる。 

まず、         の形に仮定し、[補-13]に代 

入すると、T′X＝DTX″となる。 

すなわち、 
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                 とおくと 

または 

となり、常微分方程式に変換できる。それぞれの微分方 

程式を解くと、次式が得られる。 

 

 

[補-14] 

 

[補-15] 

 

 
 D＞0であるので、[補-14]は時間 t→∞で|T|→∞ 
 
および             となって発散する 
 
 すなわち、次式が求める解となる。 
 

[補-16]  

 

よって、[補-13]の解は次式となる。 

 

 

[補-17] 

 また、[補-13]は線形同次方程式であり、αについて 

積分したものも解である。よって、次式も解である。 

 

 

[補-18] 

 初期の分布を   とすると[補-18]は次式となる。 

 

 

[補-19] 

 これは関数     に対する積分表示になっている。し 

たがって、フーリエ積分公式（付録）によって 

 

[補-20] 

 

[補-21] 

 

が得られる。これを[補-18]に代入し、加法定理を用い 

て積分の順序を入れ替えると次式が得られる。 

 
[補-22] 

 

 

[補-23] 

より、[補-22]は次式で表現できる。 

 

 

 

[補-24] 

 初期分布     が区間[-h,h]で一定値   をとり(h＞0), 

その外では 0 であると仮定する。このときの解を 

h (ξ,t)とすると 

 

 

 

[補-25] 

となる。この積分は、平均値の定理（付録）によって、 

区間[-h,h]内にある x軸上の任意点 x1に対し、 

 

 

 

[補-26] 
が成り立つ。 
 
ここで初期に与えた物質量 M         を用いて、 

 
[補-25]を書き換え、M を一定に保ちながら h を 0 に近 
づけると[デルタ関数(付録)を想定]、物質量Mを一点 x =0 

で与えた解に相当する。ここで、x 1 が区間[-h,h]内に 

あり、h→0 で x1→0 を考慮すると、最終解は次式で与 

えられる。 
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[補-27] 

 

 

 

 

 

 

最後に、ξ＝χ－ tの変換にもどすと 

 

[補-28] 

 

 

を得る。 

 

付 録 

・フーリエ積分 

周期を持つ関数を無限個の三角関数に係数を掛けたも 

のの和で表すのがフーリエ級数の考え方である。さらに、 

これを拡張し、周期を持たないで、しかも無限区間で定 

義されている関数f(χ)を三角関数の積分で表そうとして 

考えられたのがフーリエ積分である。 

 フーリエ積分は以下で定義される。 

 

 

 

 

 

・平均値の定理 

f(χ)がα≦χ≦bで連続であるとき 

 

 

 

であるようなχ1がα＜χ＜bの中に必ず存在する。 

 

・デルタ関数 

 デルタ関数δ(χ)は以下の様に定義される。 

 

 

 

 

 この関数はχ=0において、通常の意味の連続性、微 

分可能性は持っていないが、この関数で定義される幅 

2h、高さ 1/2h の棒状の面積は常に 1 となる。(図-付 1 

に示すように、χ=h のときもχ=h/2 のときも面積は 1 

となる。) 

 

 

 

 

 


