
平均一分散平面上における裁定評価理

I は じめに

市場ポー トフオリオの観測という厄介な問題を抱えた資産評価理論(CAPM)

のオルターナテイブとして登場 してきた検証モデルが,Ross[6]の 提示 した

裁定評価理論(Arbttrage Pricing Theory:APT)であった。危険資産の分散共

分散行列がフアクターモデルにより表現されるとき,そ の期待収益率が因子負

荷行列の線形近似式によって与えられることを唱ったものであった。

そしてその後,Chamberlain and Rothschild[1]において,APT構 造の数

学的解明が見事になされてきた。彼らの底意にあった問題意識は,資 産市場に

おける無裁定均衡はリスクとリターンの トレード・オフを表現しているはずだタ

という当たり前のものであった。しかしながら,ヒ ルベルト空間上における数

学的記述は多くの財務論研究者にとって難解なものであり,彼 らの提示した世

界を共有するには多くの時間を必要とした。

本稿においては,ポ ー トフォリオ理論で馴染みの平均十分散平面上において

APTを 表現することを試みる。そして,Chamberiain and Rothschild[1]の問

題意識に従いながら,彼 らの提示したいくつかの命題を確認することにする。

数学的表現を簡単化するため, 1フ ァクター ・モデルを想定し,議 論をすすめ

ていく。よリー般的なモデルについては,別 稿に譲ることにしたい。

ネ本稿は,第 15回日本経営財務研究学会での報告(資産評価理論の検証に関する一
考察

一Yes,it's testttle一)を書き改めたものである。その際,貴 重なコメントを頂いた森平

爽一郎氏(慶応大学 )に感謝致 します。もちろん,未 だ残る誤謬がありますならば,す べ

て筆者の責任に帰するものであります。
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工 裁 定評価理論

物種類の危険資産が存在するものとしよう。その収益率ベクトルをF(物 ×

1)で表す。 1フ ァクター ・モデルの分散共分散行列7(物×物)は

(1) y=bb'十 D

と記される。ここで,物 次元ベクトルうは因子負荷行列である。そして,D

は固有撹乱項の分散共分散行列であり,物 次非特異対角行列とする。さらに,

各要素は有界である。

いっぽう,物 次元期待収益率ベクトルμの近似線形式は

(2) ″ =/Or十 /1め十ど

となる。rは すべての要素が 1か らなる物次元ベク トルであ り, /0,/1は
~

般化最小二乗法

働レ」=‖手卜llr bl「Hメμ
l)

により計算される。そして, どは評価誤差である。

Ross[6],Huberman[2]の 提示した裁定評価理論は,漸 近的無裁定の下で

は,資 産数が無限(竹→OO)に増えるとしても,評 価誤差の2乗和が有限

(4) ε
'ε

<OO

であることを述べたものであった。すなわち,ほ とんどの評価式は誤差がない

もの(もしくは,平 均的には評価誤差がほとんど0で ある)と判断してよいこ

とになり,称 して,近 似的線形式が成立することを示した。

通常,漸 近的無裁定の定義については,費 用 0の裁定ポートフォリオを想定

するのであるが,以 下においては,」arrOw[4],Ingers011[3]にならい,費 用

1のポー トフォリオを考える。ポー トフォリオ理論で団‖染みの平均一分散平面

上での表現を考察するためである。こうした枠組みの上で,漸 近的無裁定条件

式(4)を確認する。そのために,ま ず漸近的無裁定の定義から始めよう。

1)一般化最小二乗法は後の計算を簡単化するためであり,単 純最小 2乗 法としても結果は

変らない
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漸近的無裁定

危険資産への物次元投資比率ベクトルを″で表す。

(5) が r=1

(6) 物 →OO,冴 '7″→ 0

なる無 リスク極限ポー トフォリオが存在するものとする。

(A)無 危険資産が存在 し,そ の利子率を月ァとするとき,無 リスク極限ポー

トフォリオの期待収益率が

(7) ″
'μ→ /0=月 ァ>0

を満足する。

(B)無 危険資産が存在 しないとき

(8) ″
'μ→ /0>0

を満足する。このとき,漸 近的に裁定機会が存在 しないことになる。

(1)式より,ポ
ー トフォリオの分散は

何
'7″ =(″ 'b)2+″ 'D″

と計算 される。ここで,資 産数物が無限になるとき,″
'D″

≦″
'″

‖D‖ であ

り, ‖D‖ <OOで あるから

(9) ″
'b→

0,″
'冴→ 0

を満たす″が存在するとき1無 リスク極限ポー トフォリオが存在することにな

る。そ して,そ の期待収益率は,(2)式より

が μ→ / 0 + ″
' ご

となる。

|″'ど|≦V(打
'″)(ど'ど)であるから,(9)式より, ε

'ε<OOのとき, ″
'ど|

→0となり,(7)式もしくは(8)式の漸近的無裁定定義式が成立することが知れる。

いっぽう, ど
'ε→OOになるとき,(9)式を満足しながら,少 なくとも,

2)い ま,″
'r=1な

るポー トフォリオを考えているわけであるから,b=rで あるならば,

″
'D→

0と なるポー トフォリオは存在 しない。ここでは, D+rと 仮定 しておく。b=r

については裁定ポー トフオリオを用いての証明に頼らざるを得ない。
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|″
'ε

l≧ s>0と なる″を見い出すことが可能となる。このとき,(7)式もし

くは(8)式の漸近的無裁定定義式は成立 しなくなる。

以上により,線 形評価式における誤差 2乗 和の有界性が漸近的無裁定のため

の必要条件であることが確認された。さらに,わ れわれのアプローチにおいて

は,こ れまでの検証においてほとんど注意が払われなかった/0の 推定値につ

いても,検 定仮説の対象となることを示 した。とりわけ,無 危険資産が存在 し

ないときの(8)式の不等号は検定されるべ き仮説であると言える。

皿 漸 近的平均一分散平面

危険資産数物が有限であるとき,任 意のポー トフォリオは,平 均十分散(標

準fs~差)平面上での有効フロンティアを境界とする実行可能領域にプロットさ

れることが知られている。物が無限大になるとき,総 投資額 1単位円のポー

トフォリオはどの位置にプロットされるのであろうか。これが出発点である。

いま,ポ ー トフォリオの期待収益率μpと標準偏差σpは

0比国  が
う

と表 される。 この とき,大 きく分ければ,つ ぎの 4つ のケースに分類 される。

(1) lμ ク|<O O ,σ p<°
°

(11 )  lμ pl<°
O, σ

p→
OO

( i O   lμ p→
°°, σp<°

°

( 持)  l μ p →
°°,  σ p →

°°

ここで,ケ ースいうに注目されたい。有限のリスクに対して無限の期待収益率

が約束されるポー トフォリオが存在するのである。裁定機会が存在 しないなら

ば,こ のようなポー トフォリオは存在 しない筈だと考えても不思議ではない。

ポートフォリオのリスクとリターンのトレード・オフを表す物差しとして,シ ャー

プの尺度を考えることにしよう。そして,無 リスク極限ポートフォリオを除く

ポー トフォリオについて,こ こでは,シ ャープの尺度が
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011    δp==守

で測定されるものとしよう。このとき,各 ケースについてのシャープの尺度

δpは,(1)lδp<OO,(11)lδpl→ 0,(血)lδpl→OO,60 1δ
pl<OOも しくは

lδpl→OO, となる。

当然ながら,漸 近的無裁定条件式(4)が成立するとき, lδp<OOと なってい

るであろう。そして, lδpl→OOであるポートフォリオが作成されるとき,漸

近的裁定機会が存在することになろう, という推測がなされる。このことが,

まさにChamberlain and Rothschild[1]の問題意識でもあった。これらのこと

を,漸 近的無裁定条件式(4)を用いて確認することにしよう。

まず, σp<OOの ケース(1)とはllllこついて検討してみよう。

σp≦V(メb ) 2 + (ガ″)I D‖
であるから, σp <°Oであるためには

″
'″

< 0 ,  1冴
' b l < O O

でなければならない。このとき

l μp ― / 0 1 ≦ 1 / 1 1 1 があ | 十 1 ″
' ど

|

≦ / 1 1 1 ガb l 十V ( ″
'″
) ( ど'ど)

であるから,ど
'ε

<OOの とき, lμp一 /0<OO(す なわち,δ p<OO)が 保証

される。ケース(1)に該当する。いっぽう, ど
'ε→OOのとき, lμp― /0→ OO

(すなわち,δ p→ OO)となる″が存在する。すなわち,ケ ースは,ということに

なる。

つぎに,ケ
ース(五)と(持)のσp→

°°については, ど
'ど

<oOの ときδp<∞ が保

証されることを確認すればよい。は0式 より,σ p→
°Oとなるケースとして,つ

ぎの 3つ の場合

(a)|″
'D

(b)|″
'b

(C)|″
'b

が考 えられる。

< O O , ″
' ″→ O O

―>OO, ″ ″ ―>OO

→ OO,″ ″ <OO
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ケース(a)の場合,は0,CD式 よ り

lδpl=
1/1(″

'b)十
″

'ε
l

v(″
'b)2+″'コル

比孝 判ら7面|
lla

< ,(″
'ど=ρ″vr(″

'″
)(tr'ど))

打 釘 ″ ″

と な り ,  0 < 5 ≦ 牢
< O O で ぁ る か ら ,  ど

' ど
< O O の と き ,  δ p < O O が 4 呆言正 さ

″ ″

れることになる。

つぎに,ケ ース(b),(C)の場合

附
1綜 |

は9  1δ p≦ (″
'b=?″

v′(″
'″

)(b'b))

と 表 さ れ , め

' b →
O O で あ る か ら , こ こ で も , ε

' ε
< O O の と き , δ p < O O が 確

認される。

以上の分析により,漸 近的無裁定条件ε
'ど

<OOが成立するとき,任 意のポー

トフォリオのシャープの尺度δpは有界であり,そ の結果, リスクとリターン

の トレード・オフを表象する位置にプロットされることがわかった。逆に,漸

近的裁定機会が存在するとき,シ ャープの尺度が発散するポー トフォリオが存

在することになる。すなわち, リスクとリターンの トレード・オフを定義でき

ないポー トフォリオを作成することが可能である。

危険資産数が有限な世界においては,そ の価格付けが市場の均衡を反映した

ものであるか否かを問わず,シ ャープの尺度は有限であり,そ れが当たり前の

平均一分散(標準偏差)平面である。評価誤差の2乗和も常に有限である。無

限の資産数の世界においてはじめて主張できる条件式を,現 実の世界において

(″
'b ) 2  ″ ,D″

?▼(″
'″
)(め

'b)
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いかような表現と解釈すればいいのであろうか。APTの 検証として定式化さ

れている線形関係式の統計的有意性は,資 産数が無限に増えるときの残差 2乗

和の有界性を保証するものではない。むしろ,残 差 2乗和の有界性は,ほ とん

どの資産評価式についてその決定係数が 1に近い値であることを主張している

のではなかろうか。

Ⅳ 漸 近的有効フロンティア

危険資産数が無限になるとき,十 分に分散化された(″
'″→ 0)ポー トフォ

リオを作成することにより,固 有項の貢献をいくらでも小さくすることが可能

である。そして,そ のような二つのポー トフォリオを考えるとき,リ スクの源

泉は共通ファクターのみになり,そ れらの相関係数を1も しくは-1に 限りな

く近づけることができる。

有限な資産数において,平 均一分散平面上の離れた二点に,相 関係数の絶対

値が 1と なる資産(もしくはポー トフォリオ)が存在するとき,そ の有効フロ

ンテイアは折れ線型直線で表現されることがよく知られている。漸近的有効フ

ロンテイアはこうした直線式に収束する形で表現される。本節においては,無

リスク極限ポー トフォリオが存在する場合とそうでない場合の, 2種 類のフロ

ンテイアが存在することを確認するとともに,そ れぞれの漸近的有効フロンティ

ア式を導出する。

Ⅲ節でみたように,漸 近的無裁定条件が成立するとき,平 均一分散(標準偏

差)平面上において有効フロンテイアを定義することが可能となる。これまで

再々利用 してきた無リスク極限ポー トフォリオが存在するならば,そ れは大城

的最小分散ポートフォリオのJ又束点であると予想される。まず,そ のポートフォ

リオから調べてみることにしよう。

大域的最小分散ポー トフォリオの分散は

‐一”
〓

‐
一軌

〓σ
つ

である。ここで,(1)式 より
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Q9  71=Dl

であるから,Qつ式における

Q61 s%=r'D lr11-

―   D  l b bり 判

S %は

(rD lb)2

( r D  l r ) ( b ' D  l b )

百声ど十五万+1

となる。いま

O の  b = φ r  t t υ, r 切 戸
1 砂

< o o ,  砂 D ~ l υ < O O

と表されるとき,す なわち,う とrの漸近的相関係数が 1の近傍に入るときを

ケースMと よび,そ うでない場合をケースNと よぶことにしよう。

一般的と考えられるケースNの とき,S″→OOとなり,はり式より,大 域的最

小分散ポートフォリオは無リスク極限ポー トフォリオに収束することがわかる。

他方,ケ ースMの 場合

S切 =

+1
→
モル>0

十φ2
r19-lr       i Ψ

となり,無 リスク極限ポー トフォリオが存在 しないケースとなる。二つのケー

スについて,漸 近的有効フロンティアを図示すれば

ケース N ケース M
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と描かれる。これらの場合分けは,ま さに,Chamberlain and Rothschild[1]

の命題 2と 同じである。

つぎに,こ れらの漸近線の式を求めることにしよう。資産数が有限のとき,

上記二つのケースのどちらであれ,有 効フロンティアは

0刺  幌 ち け り

と表される。ここで

は9  P72=μ
'7~1″

, Q″ =r'7~1″

である。

(3)式を考慮 しながら,先 と同様に,(2),α9式を用いて展開すれば

ら=札 十だ  十 初   十 εメ ど

Q竹=/OS化 十/11+あ
り lb

と計算される。

瑞 句 =仲

 け →
財

 ) 2

であるから,こ れらをQの式に代入すれば,切 →Ooのとき,ケ ースNに ついて

は,s竹→ooであるから

σp→ヽ

を得る。すなわち,漸 近的有効フロンティアの式は

00  μp=/ 0土Vだ十ど'D~lε・%
となる。直線式になるであろうとの予想のもとで,図 を描いていたのであるが,

それが確認されたことになる。

いっぽう,ケ ースMの 場合,こ こでは簡単化のため

7=φ 2rr'十D

″ = 九r  t t  ε
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の場合について,漸 近的有効フロンティア式を求めることにしよう。このとき,

徳l式より

P化=九 2s化十εちD~lε

Q 7 2 =九 S″

であ り,S% 7で あるか ら,こ れ らをはの式 に代入すれば,漸 近的有効 フロン

テ イアは

四 ギニ
抗 位p加 ぱ

と表現される。ケースNと 異なり,そ れが直線式でないのは,相 関係数が 1

の近傍に入る十分離れた二つのポー トフォリオを作成することができないため

である。

ケースNと Mの 両者において,漸 近的有効フロンティアの傾き(タンジェ

ンシー)がほとんど評価誤差 2乗和に依存 していることが示された。すなわち,

評価誤差 2乗和の有界性はタンジェンシーの有界性と同等である。すなわち,

Chamberlain and Rothschild[1]の命題 3を確認したことになる。

V お わりに

本稿においては,裁 定評価理論が平均一分散平面上においてどのような世界

を描 くのかについて検討してきた。そして,漸 近的無裁定条件が成立するとき

には,危 険資産数が有限の通常の平均一分散平面と同じ有効フロンティアが描

かれることを確認した。

Roll[5]が主張したことは, リスクとリターンの線形関係式は数学的性質に

依るものであり,代 理ポー トフォリオによるその統計的有意性を検定すること

は意味のないことである, ということであった。APTの 検証においても,同

様なことが言える。Shanken[7],村 松[8]においても論 じられているように,

検証されるべきことは,線 形性の統計的有意性ではなく,評 価誤差 2乗 和の有

界性である。
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評価誤差 2乗和の有界性のみでは,ほ とんど検証不可能な命題である。なぜ

なら,現 実の有限な資産数を前にするとき,そ れは常に成立することであるか

らである。われわれは,IV節 において,評 価誤差 2乗和の平方根がほとんどタ

ンジェンシーになることを確認した。有限な資産数の下では評価誤差2乗和の

平方根は有限であるが, 1%の リスクに50%の期待収益率が約束されるタンジェ

ンシーが存在するとき,平 均的リスク許容度を有する投資家から見れば,そ う

した価格付けは均衡を逸脱したものであると判断されるかも知れない。

リスクとリターンの トレー ド・オフを表象するタンジェンシーについて,あ

る仮説的制約を置くことにより,よ り裁定評価理論に根ざした検証を行うこと

になると言えるであろう。
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