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� はじめに

ワルラス（１８７４―７７）によって構築された市場経済モデルは，ワルラス自身は

競争均衡（または市場均衡）として表現されるモデル内の整合的な解の存在を

示せずにいたが，１９３０年代のワルト（１９３５，３６）は，カッセル（１９２４）によって簡

略に表現されたワルラスモデルに，その競争均衡が存在する事を示した。その

後，１９５０年代になって，アロー・ドブリュー（１９５４），マッケンジー（１９５４），ゲー

ル（１９５５），二階堂（１９５６）らが，より一般的なワルラスモデルにおいて競争均衡

の存在する事を示した。アロー・ドブリュー（１９５４）による証明では，元モデル

を抽象ゲーム形式における解の存在問題へ変換し，このゲームに（ナッシュ）

均衡解が存在するというドブリュー（１９５２）による結果を利用して，競争均衡の

存在証明を行った。アロー・ドブリュー（１９５４）が利用したドブリュー（１９５２）の

抽象経済におけるナッシュ均衡の存在証明は，角谷の不動点定理より一般的な
１）

アレンベルグ・モントゴメリー・ビーグルの不動点定理を用いて行われた。

マッケンジー（１９５４）では，国際貿易における多数国多数財モデルであるグレア

ムモデルという枠組みにおいて，超過需要の符号に応じて価格が変動するとい
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う価格調整機構に基づく写像と角谷の不動点定理を利用して，このモデルの競
２）

争均衡である自由貿易均衡の存在を直接的に証明した。これらの点から鑑みる

と，アロー・ドブリュー（１９５４）が扱ったような市場経済モデルにおける競争均

衡の存在定理の証明に対して，直接的にブラウワーや角谷の不動点定理が利用

可能であると予想されるが，それがゲール（１９５５）や二階堂（１９５６ａ）による競争

均衡の存在証明である。実際，ゲール（１９５５）では最も重要な補題としてゲー

ル・二階堂の補題が述べられて KKM の補題に基づいてその証明が行われてお

り，二階堂（１９５６）では，明示的には補題として独立した命題の形にはなってい

ないが，ゲール・二階堂の補題の結果が述べられてそれが角谷の不動点定理を
３）

利用して証明されている。特に二階堂による証明は，その後の一般均衡理論の

古典的著書であるドブリュー（１９５９，p．８２）におけるゲール・二階堂の補題の証

明として採用されており，また，二階堂（１９６０，p．３１６）でも，ゲール・二階堂

の定理の証明として取り入れられている。そして，ゲール・二階堂の補題では

ユークリッド空間の非負象限が用いられたが，この条件をより一般的な閉凸錐

へ拡張したのがドブリュー（１９５６）であり，これらの結果は通常ゲール・二階

堂・ドブリューの補題と呼ばれている。

ところで，以上で考察している市場経済においては，財の数が有限個と想定

されているので，それはドブリュー（１９５９）によって議論されているように，財

の特性，取引される場所や時点，そして不確実性の状態が全て有限である。し

たがって，取引される時点や不確実性の状態が無限個あるような市場経済には，

１）アロー・ドブリュー（１９５４）で必要となる抽象経済のナッシュ均衡の存在定理は，ベルジュ
（１９６３）の最大値定理による最適解の上半連続性によって最適戦略対応が上半連続的となる
ので，実際には角谷の不動点定理を利用して証明すればよく，アロー・ドブリュー（１９５４）
が利用したドブリュー（１９５２）の抽象経済のナッシュ均衡の存在定理よりも容易に証明でき
る。
２）角谷の不動点定理は，ナッシュ（１９５０）による非協力ゲームにおけるナッシュ均衡の存在
証明において初めて利用された。しかし，ナッシュ（１９５１）ではブラウワーの不動点定理を
利用する形に修正されている。
３）ゲール（１９５５）によるゲール・二階堂の補題の証明は，KKM の補題と，角谷（１９４２）がそ
の不動点定理の証明で利用したブラウワーの不動点定理による近似の手法を，利用してい
る。
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上記の結果を適応してその競争均衡の存在を示す事はできない。ただし，ドブ

リュー（１９５４）では，無限個の財が存在するケースも含む一般的な線形空間にお

ける厚生経済学の基本定理の証明を行ったが，そのような経済における競争均
４）

衡の存在証明は行っていない。そして，無限個の財が存在する経済における競

争均衡の存在問題は，点列の集合 s（R∞）を財空間としたペレッグ・ヤーリー

（１９７０）や本質的に有界な可測関数族 L∞を財空間としたビューリー（１９７２）に

よって取り上げられ，これらの無限個の財が存在する市場経済において競争均

衡の存在する事が証明された。その後，この問題は無限次元財空間モデルにお

ける競争均衡の存在問題として，１９８０年代の一般均衡理論の１つの主要な話題

として取り上げられて議論された。ペレッグ・ヤーリー（１９７０）ではコアーの非

空性に関するスカーフ（１９６７）の定理とドブリュー・スカーフ（１９６３）によるコ

アーと競争均衡に関する極限定理を利用してその存在証明が行われ，一方

ビューリー（１９７２）では，本来の次元が無限である無限次元財空間経済の競争均

衡が，（実現可能集合と価格集合の＊－弱コンパクト性によって）有限個の財を

持ち次元が有限と解釈可能な有限次元財空間経済の競争均衡からなる（有向）
５）

点列の極限になるという事を用いて，その存在証明が行われた。

この無限次元財空間モデルにおける競争均衡の存在問題は，既に述べた有限

個の財が存在する市場経済における競争均衡で行ったような，ゲール・二階

堂・ドブリューの補題に基づいてその存在証明を行うという事も考えられる。

そのためには，もちろん，無限次元財空間でのゲール・二階堂・ドブリューの

補題を証明する必要があるが，実はそれが二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）なのである。

前二者は無限次元ノルム空間を利用し，後者はより一般的な局所凸線形位相空

４）ドブリュー（１９５４）は，一般的な線形位相空間にける厚生経済学の第二基本定理を，後に
問題となる生産集合の内部の非空性に基づいて，凸集合の分離定理を利用して証明してい
る。二階堂（１９５７ｂ）が（１９５６ｂ）へ触れている部分の内容から，二階堂（１９５６ｂ）から（１９５７ｂ）
への拡張はこの点にあったように思われる。この点は後に触れる。なお，このドブリュー
（１９５４）の論文は，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）の参考文献に掲載されていない。
５）ビューリー（１９７２）の元論文（１９６９）やマギール（１９８１）では，L∞を財空間とする市場経済の
競争均衡の存在定理を，厚生経済学の第二基本定理に基づいて競争均衡の存在を示す根岸
（１９６０）の手法を用いて，証明している。
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６）
間を利用している。前二者では，無限次元財空間経済の超過供給対応の像の（＊－

弱）コンパクト性に基づいて，有限個の財を持つ有限次元財空間経済の競争均

衡集合族に対して成立する有限交差性を利用して，元来の無限次元財空間経済

の均衡集合の非空性を証明している。この証明は大変に簡易で理解しやすく，

ビューリー（１９７２）とある意味で同様である。ビューリー（１９７２）では，有限次元

部分経済に有限次元財空間モデルの競争均衡の存在定理を利用し，一方，二階

堂（１９５６ｂ，５７ｂ）では，有限次元部分経済に有限次元財空間モデルのゲール・

二階堂の補題を利用している。そして，二階堂（１９５９）では，一般的な線形位相

空間におけるナッシュ均衡の存在やミニマックス定理等を含むかなり一般的な

結果を証明してからその結果を利用して，前二者と同様な手法でその証明を
７）

行っている。ただし最初の一般的な結果の証明はかなり煩雑である。

１９８０年代以降に発展した無限次元財空間モデルの議論では，不思議な事に二
８）

階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）には全く触れられていない。理由として幾つかあると思

われる。まずは，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）がディスカッションぺーパーであって

どの雑誌にも掲載されて発表されなかった事である。次に，二階堂（１９５９）は日

本の英文の数学雑誌には掲載されたが，無限次元財空間モデルにおけるゲー

ル・二階堂・ドブリューの補題の証明をその主要な結果としているのではな

く，一般的な線形位相空間におけるナッシュ均衡の存在やミニマックス定理等

を含むより一般的な結果を示してから，その結果に基づいて無限次元財空間モ

６）二階堂（１９５６ｂ）は二階堂（１９５７ａ，５９）の参考文献で揚げられているが，残念ながら筆者は
その現物を目にしてはいない。ただし，二階堂（１９５７ｂ）では，この論文が二階堂（１９５６ｂ）
の改訂版であると述べている事と二階堂（１９５６ｂ）に触れている内容から，二階堂（１９５６ｂ）
の内容を伺い知る事が出来る。この内容については後に触れている。
７）二階堂（１９５７ｂ）の注２）において，そこで用いたノルム空間のケースの結果が容易に一
般的線形位相空間にまでも拡張できると述べているが，二階堂（１９５９）ではこの線に沿って
二階堂（１９５７ｂ）の証明をそのまま拡張するという方針は取られなかった。

８）フロレンザーノ（１９８３），ヤネリス（１９８５），そしてメータ・タラフダー（１９８７）らが無限次
元財空間におけるゲール・二階堂の補題の議論を行っているが，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）
には何ら触れていない。最近の浦井（２０００）だけが二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）に触れている唯
一の例外である。本稿では，紙数の関係で，フロレンザーノ（１９８３），ヤネリス（１９８５），メー
タ・タラフダー（１９８７）等の研究で得られた結果との詳しい比較は割愛するが，それについ
ては別の機会に行う予定である。
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デルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題を証明していて，無限次元財

空間モデルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題それ自身を主要な題材

として扱ってはいない事である。更に，二階堂（１９５９）では無限次元財空間で

表される経済モデルを明示的に議論しておらず，論文の題名が無限次元財空間
９）

における競争均衡の存在問題と関連したものになっていなかった事である。し

たがって，無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題

の結果と証明と共に，その結果が適用可能な無限次元財空間を持つ経済モデル

の例を取り上げるような論文も作成されていれば，後の無限次元財空間モデル
１０）

の発展にとって，大変に大きな貢献をしていたと考えられる。もちろん，経済

モデルの例に触れてはいないが，有限次元空間における競争均衡の存在が示さ

れた直後に，無限次元空間において超過供給対応を想定してそれに対するゲー

ル・二階堂の補題の定式化とその証明を行ったという点で，二階堂（１９５６ｂ，５７

ｂ，５９）の貢献や意義は何ら損なわれない。

本論文では，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）の無限次元財空間モデルにおけるゲー

ル・二階堂・ドブリューの補題を再考し，二階堂（１９５９）の無限次元財空間モデ

ルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題の証明を，超過供給対応が凸値

となるケースにおいて，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）と同様な簡潔で直接的な手法で

行う。

９）実際，無限次元財空間における均衡の存在というような題名を持つ Bojan（１９７４）や El-
barkoky（１９７７）（原文ロシア語）といった論文は，マスコーレル・ゼーム（１９９１）の概説論文も
含めて，この分野の１９８０年代以降の文献の参考文献に度々引用されている。二階堂（１９５９）
は二階堂（１９６８）の参考文献に引用されているが，二階堂（１９６８）では無限次元財空間モデル
におけるゲール・二階堂・ドブリューの補題については触れていない。二階堂（１９６８）はそ
の出版後に一般均衡理論の１つの著名なテキストとなった事を考慮すると，参考文献に二
階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）も引用されていれば，無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂・
ドブリューの補題が二階堂先生によって議論されている事が周知されていたと思われる。

１０）実際，二階堂（１９５９）の第５節では，その無限次元のゲール・二階堂の補題の経済モデル
への応用に触れているが，消費者の消費集合や選好そして生産者の生産集合に基づいて具
体的に構成された無限次元財空間モデルは，残念ながら，構成していない。
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� 無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題：モデル

二階堂（１９５９）による局所凸線形位相空間のケースでのゲール・二階堂・ドブ

リューの補題の証明は，二階堂（１９５７ｂ）の証明をそのまま拡張したというより

は，抽象経済におけるナッシュ均衡の存在やミニマックス定理をその特殊ケー

スとして含むような一般的な結果を利用して行われている。本稿では，二階堂

（１９５９）の局所凸線形位相空間のケースの結果に関して，特に超過供給対応が凸

値となるケースにおいて，二階堂（１９５７ｂ）の注２）に沿う事により，二階堂（１９５７

ｂ）の証明方法に沿ってより簡潔にその証明を与える。

まず，この節では二階堂（１９５９，第５節）に沿ってモデルを述べてその解説を

行う。本稿では必要に応じて二階堂（１９５７ｂ）で触れられた議論も取り入れる。

E をここで取り扱うモデルの無限次元財空間とし，それを実ハウスドルフ局
１１）

所凸線形位相空間とする。この線形位相をτとすると，この線形位相について
１２）

は，凸平衡な集合から構成される原点の基本近傍系が存在する。そして，E

上のτに関して連続な線形汎関数の集合である E の双対空間を E ＊とする。こ

の時，���������������������������を，����上で定義された双線

形関数とすれば，����に対して���������を連続にするような E 上の最

弱の線形位相が E の弱位相�������であり，同様に，���に対して�����

�����を連続にするような E ＊上の最弱の線形位相が E ＊の＊－弱位相（また
１３）

は汎弱位相）�������である。

１１）二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）では E として（無限次元）ノルム空間が使われていたが，二階堂
（１９５９）ではより一般的な局所凸線形位相空間が使われる事になった。数理経済学の文献で
最初に線形位相空間を用いたのはドブリュー（１９５４）であるが，弱位相や＊－弱位相等その線
形位相の性質については明示的に述べていない。一方，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）では（無限次
元）ノルム空間を利用してはいるが，その弱位相���������や＊－弱位相���������を用い，
更には，双対空間の単位球が＊－弱位相でコンパクトになるというバナッハ・アラオグルー
定理も利用している。

１２）線形位相なので，ベクトル和やスカラー積といった線形空間としてのベクトル演算がこ
の位相に関して連続となるが，局所凸線形位相は更に半ノルム族によって生成される線形
位相として特徴付けられる。

１３）�������は E 上の半ノルム族として�	���	�����
を利用して生成される線形位相で
あり，同様に，�������は��上の半ノルム族として�	���	����
を利用して生成される�
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凸錐�����に対して，その双対錐��を�����：任意の���に対して���

��となる	とする。更に，P の第二双対錐���を����：任意の����に対し

て�����となる	とする。E における一つの凸錐 P に対して，����


�����	として非ゼロな����の集合とする。

そして，局所凸線形位相空間 E をその財空間とするような市場経済モデル

を考えて，その超過供給対応を�����������	とする。すると問題は，有

限次元のケースと同様にして，どのような条件の下である�
�

�����が存在

して���
�

����
��となるか，という事である。そして，その条件を与えるの

が本稿で考察する二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）の無限次元財空間モデルのゲール・

二階堂・ドブリューの補題である。ここでは，有限次元財空間モデルと同様に
１４）

して，各������に対して����
��とする。

� 幾つかの補題

この節では，局所凸線形位相空間のケースのゲール・二階堂・ドブリューの

補題を証明するために必要となる幾つかの補題を確立する。まず，局所凸線形

位相空間 E に対して以下の結果が成立する。
１５）

補題１：E と同一でない����閉凸錐 P に対する��は０以外の点を含む。

補題２：P を E における一つの凸錐とすると，��������となる必要十分
１６）

条件は任意の����に対して�����となる事である。

補題３：E における凸錐 P の内点（τに関する）を u とすると，任意の��
１７）

����に対して�����となる。

線形位相である。
１４）無限次元財空間モデルでは，（超過）需要関数が価格集合全体で定義されず，ある価格に
対して需要点が決められないような例が様々な文献で指摘されているので，この点につい
ては注意が必要である。

１５）凸集合に関する分離定理の一形式による。二階堂（１９５７ｂ，補題２），二階堂（１９５９，補題
４）。

１６）凸錐と第二双対錐に関する双対定理より������
���である。二階堂（１９５７ｂ，補題３），
二階堂（１９５９，補題５）。

１７）��
������に対して���
�とすると，�����の（τに関する）連続性と���	
����より，
ある����に対して������となって����に矛盾するからである。二階堂（１９５７ｂ，補

�

�

７Nikaido（１９５６，５７，５９）による無限次元財空間モデルのゲール・二階堂・ドブリューの補題について



E または E ＊における凸錐 P は，それが０を除いては�と��を同時に含ま

ない時に尖っている（Pointed）と呼ばれる。つまり，凸錐が原点を通る直線を含

まず，����������という事である。するとこの時に以下の結果が成り立つ。

補題４：もしも E における凸錐 P の（τに関する）内部が非空ならば，��
１８）

は尖っている。

証 明．�	������とし，また，P の内点の一つ u を取る。すると，補題

３より��
���となって，��∈／��であり，��は尖っている。□

補題５：もしも E における凸錐 P の内部（τに関する）が非空でしかも
１９）

������が E と同一でないならば，����は非空で凸である。

証 明．������が E と同一でないので補題１より��������������となる。

��������より������������なので，�	�����������とすれば����で�	

��となって，�	�������となる。次に，���	����，�	�����とする。

まず��の凸性によって，��������	��となる。そして，�	��	����とす

ると，補題３より�
�����
���となるので，�
��������������
��

�������
����となり，故に，������������で���������	����と

なって，����は凸である。□

P を E における����閉凸錐で���������となっているとする。������

は P に含まれる最大の線形部分空間なので，この条件は P が線形部分空間で

ない事を表している。また，もしも P が（E における）内点を含んでいれば，

この事は���
と同値になる。しかし，以下では���������となっている一

般的な P が，非空な����内部を持ち E と一致しないような凸錐によって外

側から近似される事を示す。�	����������を任意に１つ選ぶ。この時，

����である。すると，���	�と P の����閉性より，０のある凸平衡近傍 U

を選べば，���������となる。そこで，�����となる０の任意の凸平衡

近傍 V に対して���を��によって張られる凸錐���������として，

題１），二階堂（１９５９，補題６）。
１８）二階堂（１９５７ｂ，補題４），二階堂（１９５９，補題７）。
１９）二階堂（１９５９，補題８）では��	����が E と同一でないとしているが，ここでは������が

E と同一ではないと変更した。この変更によっても以降の議論には影響しない。

�
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２０）
��������������������とする。すると，����は����閉であり，しかも

���������������なのでuは����の����内点で，����の����内部は

非空となる。この時，次の補題が成立する。

補題６：（i）０の任意の凸平衡近傍�����に対して，���	����，（ii）

��
�������の任意の凸平衡近傍 ���� ��
２１）
。

証 明．（i）の証明：��	����としてみる。すると，ある�	�������

		�に対して������������	となる。したがって，�����������

����������	������となる。この時，P が錐なので�������	�で，更に，

V の凸性によって�����������	�������	�である。故に，V の平衡性によ

り������
����となって，���より������
����となるが，これは U

の選び方に矛盾する。

（ii）の証明：０の任意の凸平衡近傍�����に対して����の定義より

������なので��
�������の任意の凸平衡近傍������である。そこで，

０の任意の凸平衡近傍�����に対して�	����となるが��	�となるとする。

まず，�	����より，ある��	���������	�	�に対して����������

����	�となる。すると，����������������	����となるが，P が凸錐

なので������	�である。��	�なので P の����閉性より，０のある凸平

衡的近傍
��を選んで，���
�
���とできる。この時，���������

����	�なので，���	
である。最初に，���������を示す。n を任意

に固定して，任意の��
��に対して������を示せばよい。V の凸性に

よって��������������������������	����������	��
��であり，故

に，��	
��������となる。しかし，���	
なので，����������でなく

てはならず，������となる。そして，���������	�なので����������� �

�������� ����	��� ����� ���であり， ������ ���	����� ���������� ���と

なる。そして，���とすると����となるので ����� ����� ����� ���� �

２０）このような������と同様に構成される開凸錐が，内点条件が満たされない無限次元財
空間のケースを考察したマスコーレル（１９８６）でも，プロパーネス（properness）条件として利
用されている。

２１）二階堂（１９５７ｂ，補題７），二階堂（１９５９，補題８）。
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第１図

となり，故に， ������ �����，つまり，��������������となる。すると，

P が錐なので����より�������となって，�����������������������

となるが，これは�����に矛盾する。したがって，�	
�������の任意の

凸平衡近傍�����となって，��
�������の任意の凸平衡近傍�����と

なる。□

補題６においては，����は��閉であり，しかも��∈／����なので������

E であり，したがって，����に対して補題５が適応可能となる。

ここで，対応（多価写像）の上半連続性と閉性に関して議論する。S と X

を二つのハウスドルフ空間として��������を対応（多価写像）とする。

この時，（１）任意の	��と任意の開近傍����	��に対して p のある開近傍 V

	��が存在して任意の
��	��に対して�
���� �	��� �となる時に，�は上
２２）

半連続（u.h.c）と呼ばれる。（２）�のグラフ����	��� ���������	��が
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���の直積位相で閉集合となる時に，�は閉�closed�と呼ばれる。連続関数の

定義より，連続関数はそれを対応とみなすと上半連続である。また，二つの上

半連続対応の合成写像もまた上半連続である。これらの上半連続性と閉性とい

う条件は一般には同値ではないが，条件を付け加える事によって両者をより関

連付ける事が出来る。

補題７：S をコンパクトとする。すると，次の二つの条件は同値である。

�����は上半連続であり，全ての����がコンパクトである。 �����は閉であ
２３）

り，X のコンパクト集合 T が存在して全ての����が T に含まれる。

証 明． ���� ��������������として，���	���を T の開被覆とする。�

���のコンパクト性より，任意の���に対してある���������
�	���が存在

して�����

���

	���

����となるが，すると�の上半連続性から p のある開近傍
�

が存在して，��
�������

���

	���

����となる。この時，�
�	���は S の開被

覆なので，ある有限個の���
�����が存在して�����
� 
�となる。すると，

	�	��� ��
�	��� �と し て，��
�� �����

��

	�� �

����に よ っ て����

�
��
� 
����������

	 ���となるので，��������������
	 ���となり，T

には���	���の有限開被覆����	��
	 が存在する。故に，����������はコ

２４）
ンパクトである。次に， ���� ���	��� ����� �とする。T のコンパクト性と��

����によって，�の開近傍��と����の開近傍������ �の二つが存在して，

������ ������となる。�の上半連続性から p の開近傍 Upが存在して

��
������������� �となる。 ���� ���	��� �なので ���� ��
����� �に

よってある ���� ���
����� �����が存在するが，��
�������������な

２２）����を含む任意の開近傍
 ����� �に対してではなくて，����を含む任意の開半空間
� ����� �に対して同様な結果が成立する時に，�は upper demi-continuous（u.d.c）といわれ，
ヤネリス（１９８５）において用いられた。����を含む任意の開半空間は����を含む開集合な
ので，u.s.c.ならば u.d.c.である。ヤネリス（１９８５）では，本稿で扱う上半連続のケースの無
限次元財空間のゲール・二階堂の補題を，凸錐 P の内部の非空性を仮定した状況で，u.d.c.

のケースへ拡張している。
２３）二階堂（１９５７ｂ，補題８），二階堂（１９５９，補題３）。
２４）これは�����が上半連続で S がコンパクトであれば，����������がコンパクト
である事を示している。
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ので������ �������となって矛盾が起こる。したがって，����� ����� ���

となって ��� ������� �となり，�は閉対応である。

���� ������������� �		� �とすると，x の任意の開近傍 V に対して


��� ������������となる。そこで，p の任意の開近傍を U とすると，

���� ���
�� ��
�� ��� ���
�� ��������となって ���� ������� ����となる

ので，������であり，����は閉である。故に，T のコンパクト性と����

		より����はコンパクトになる。次に，�が p で上半連続でないとすると，

����のある開近傍 V が存在して，p の任意の開近傍 U に対して，ある

����と������� �が存在して����となる。そこで，�	�������に

よって与えられる半順序�を利用した有向点列（ネット） ��� �，��� �を考える

と，まず����であり，また， ��� �		で	がコンパクトなので， ��� �には

収束部分有向点列（サブネット）���� �が存在して������	となる。そして，

��∈／ �と��の閉性から�∈／ V となる。ところで，������������，���������

� ���� �，そして，�の閉性によって， ���� ����となって������	�とな

るが，これは�∈／ V に矛盾し，故に，�は p で上半連続である。□

本稿では二階堂（１９５７ｂ）の証明に従っているが，そこでは二階堂（１９５６ａ）で

示された，�次元ユークリッド空間（有限次元部分空間）におけるゲール・

二階堂の補題を利用している。まず，この�次元ユークリッド空間における

結果を与える。�を�次元ユークリッド空間�の基本単体�������

０，���� �����，��を�の非負象限���������，更に，この時の超過

供給対応を	��������とする。

補題８（ゲール・二階堂：Rn のケース）：超過供給対応	��������が

コンパクト凸値で上半連続であり，���に対して��	���������（弱ワ

ルラス法則）を満たすとする。するとある�
�

��が存在して	�
�

��������と
２５）

なり，故に，ある�
�

�	�
�

��に対して�
�

��となる。

証 明．�がコンパクトで	が上半連続でコンパクト値なので，補題７の

証明で示した事によって	�����	���はコンパクトになり，故に T を含む

２５）二階堂（１９５７ｂ，補助定理）。
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十分に大きな閉直方体の１つを�とすれば任意の����に対して������と

出来る。もちろん，補題７より�は閉対応になる。対応���������	を

����
������任意の����に対して�������	によって定義する。まず，

内積・の連続性と��のコンパクト性から����
�である。また，内積・の線

形性から����は凸である。そして，補題７よりθの閉性と上半連続性は同値

である。��������������������� ����とすると，����の作り方か

ら任意に固定した����に対して����������となるので，内積・の連続性

より���とすると�������となって������，つまり， ���� ����となっ

て，θは閉であり，故に上半連続である。次に対応������� ����� ����	

を����� �
���������によって定義すると，���������はコンパクトで凸

である。更に，θと�の閉性から�も閉になり，故に，����のコンパクト性

と補題７から�は上半連続である。したがって，�は����からそれ自身の

凸コンパクト部分集合へ写す上半連続対応であるので，角谷の不動点定理に

よって，ある不動点 �
�

��
�

� ������が存在して �
�

��
�

� ����
�

��
�

� �となる。まず，

�
�

���
�

������
�

���
�

��となるので，ワルラス法則によって任意の����に対

して���
�

��
�

����
�

となるが，�
��
���������i 座標��������とすれば

������
�


��
�

��
�����となって， �
�

�� ���
�

���	��� �
�となる。□

� 無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題：証明

この節では，二階堂（１９５９）で示された，無限次元（局所凸線形位相空間）の

ゲール・二階堂・ドブリューの補題の証明を，特に超過供給対応が凸値のケー

スで行い，その内容について議論する。最初にその定理を述べる。今まで同様

に，E を局所凸線形位相空間で P を E の��閉凸錐で��
� ��
�

とする。

定理（Nikaido（１９５９）：凸値のケース）：��	
�
�����	が次の条件を満

たすとする。（i）任意の��	
�
に対して����は凸で弱 ������ ��� �コンパ

クトである。（ii）L を
�の任意の有限次元の凸部分錐として	
�
��には＊

－弱位相 ������ �� �，E には弱位相 ������ �� �を用いて，�を	
�
��に制

限した対応��	
�
�������	が上半連続である。（iii）�による	
�
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の像である�����������が弱コンパクトである。（iv）������に対して

������������（弱ワルラス法則）を満たす。この時，ある�
�

�����が

存在して��
�

��	�
��となる。

前節の補題８の有限次元部分空間のケースの条件と比べてみると，一番大き

な違いは，有限次元部分空間のケースのように�の上半連続性を定義域である

����全体で成立するとしているのではなくて，その有限次元凸部分錐

�	����� �上でのみ成立するとしている事である。��の有限次元凸部分錐

L は��の有限個の一次独立なベクトル��������によって生成される線形部

分空間���������と��の共通集合であり，有限部分空間上では局所凸線形位

相空間は��次元ユークリッド空間 Rmのユークリッド式ノルムによる位相と

同値という意味で一意的であり，また，��次元ユークリッド空間��の双対

空間 ��� ��に対しては ��� ��
��が成立するので，有限次元部分空間のケー

スの条件が各有限次元凸部分錐�	����� �上で成立すると想定していると

考えられる。もちろん，�の上半連続が����全体で成立するとすれば，有

限凸部分錐�	����� �上で成立するのは言うまでもないが，この逆は一般

には言えない。

定理の証明．補題６の P を少し広げた����に対しては������となって

いるので��������となる。また，全ての����は u を共通の ��� �内点とし

て含んでいるが，どれも��は含んでいないので，����は補題５の条件を満

たしていて，�������は非空で凸となる。そこで，�������から任意に選

んで固定した有限集合を�
��������とする。�������の凸性から F の凸

包に対して	
�����������となる。二つの連続関数を定義する。まず，

������，�����
�������
�����とする。�����は E 上の弱連続な線

形汎関数なので，������は弱連続になり，������も弱連続である。次

に，	����������を	���

�
�� ����とする。βは����
�����の１次

結合なので，線形位相の性質より値域に��上の＊－弱位相を利用するとβは連

続になる。この時，	
�����������なので	�����������である。そし

て，��	��の合成写像����	を������とする。����
��	���� �� �なの
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で，����は w を係数とした�������の凸結合����によって与えられる超過

供 給 ベ ク ト ル（集 合）������ �の 各�������で の 評 価 額 ベ ク ト ル

��������������������������である。���� ���������������������	�

������なので，（iii）によって�は���� �上で上半連続である。

この����
	�は補題８の条件を満たす。まず，�����
とすると�
��

���なので�
��の各 piによる評価額も存在して�������である。次に，

�������������� �に対して���������� ���とする。��������よりあ

る���������� �が存在して��	�������	����となる。������ �は凸なの

で������� ��������� �で	������� ���� �����である。そして，αは線

形なので	������� ���� ���	�������� �	������������ ����������と

なり，����は凸である。そして，�
��は弱コンパクトで各 piは弱連続なの

で，ワイエルシュトラスの定理より���
��� ��	� �もコンパクトであり，故に，

�����	�� �もコンパクトである。�の上半連続性は，α，βが連続関数なので

対応として考えると上半連続であり，上半連続対応の合成写像が上半連続にな

る事によって，成立する。最後に弱ワルラス法則について考える。�����

とすると，ある������� �が存在して��	�������������� ���� �となる。

すると，（iv）より�����	�����となるが，����
���� ��������
���� ����� �

���������	�����となって，�に対しても弱ワルラス法則が成立する。

したがって，����
	�は補題８の条件を満たすので，ある�
�

��が存

在して��
�

���	�����となり，ある�
�

���
�

��� �に対して ���
�

������� �
�

��� ���

と な る。こ の 時，��
�

������������� �な の で�
�

���
�

��� ����

���������であり，���� �������������，��������������
２６）

���������とすると，�
�

���� �であり， ���� ���� ����となる。�

��� �は piが弱連続なので弱閉である。この結果は������の任意の有限

集合 F について成立するが，そのような F に関する���� �の族����� �

２６）この結果に関する二階堂（１９５９）の本来の証明は，より一般的な����が非循環的（acyclic）
なケースにおいて，ナッシュ均衡の存在定理やミニマックス定理を包含するより一般的な
結果を用いて，その結果の帰結としてこの結果を示している。しかし，ここでのように
����が凸なケースでは，二階堂（１９５７ｂ）の証明方法に従えばその証明はより簡明に示せる。
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����������������を考えると，その族が�に対して有限交差性を満た

す事になる。また，仮定から�は弱コンパクトなので，故に， �	����������

����� ����
��となる。すると，同一の双対空間を持つ線形位相は同一の閉

凸集合を持ち，����は凸錐で��閉なので弱閉である。補題２より�����

��������������������������������������������������� �

������������������������と な る の で，��������������������

���となる。しかし，���������に対して�����とすれば�����������

����� ���������������������� �� ������������������������������

となるので，結局，�������������������� �� �と な る。し た が っ て，

	���������������� ����
��より	������
��となる。そして，これが０

の任意の近傍 V について成立するが，����の族�������は０の近傍�を考え

ると，近傍の性質よりこの族が�に対して再び有限交差性を満たす事になる

ので	���������������
��となる。故に，補題６（ii）より���������������

なので�������となり，ある�
�

�����が存在して����
�

������となる。

これが求めていた結果である。□

この定理に関して以下で幾つか議論する。まず，P を E の��閉凸錐で���

������を満たすように選んでいるが，この条件が満たされないと�
�

�����

が存在して ��
�

����� ���という帰結が成立しない事がある。今，E＝R３とし

て，P を原点０を通る１つの線形部分空間M とすると，��はM と直交する

原点を通る直線 l であり，故に，�����������はこの直線 l から原点０を

除いた�����になる。すると，����はM によって二つの（原点０を含まな

い）半直線 l１と l２に分けられる。そして，�����と�����を任意に選んで固定

して，���������� ����������の時�とすれば，�は定理の条件（i）―（iv）を満た

す。特に，�の（上半）連続性は l１と l２が原点０で繋がっていないので，�の値

が原点０で��と��の間でジャンプ出来る事より成立する。しかし，�の作り方

から�������������������������なので，定理の帰結は成立しない。

次に，（ii）と（iii）について議論する。E＝Rmの有限次元のケースでは，

�	
���	
によって���	
となるので，（ii）は�の��全体上での上半連続
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性になる。そして，���������を������������ �によって定義すれば，

�������������１	を Rmの単位球として，�は��
��に制限される事

になる。そして，Bmは Rmでコンパクトなので��
��もコンパクトになり，

故に，補題７によって，������ ��������������������
����������
��


���はコンパクトになって（iii）が成立する。�����は����上で連続であり，

上半連続な対応の合成も上半連続なので，ψは����上で上半連続であり，

更に，仮定から（i）（iv）も成立するので，結局，���������は定理の条件（i）―

（iv）を満たす。したがって，�
�

�����が存在して ��
�

��
�� ������
�

���
�

��


����となり，���������が（i），（ii），（iv）を満たすだけ�
�

���
�

������

に対して����
�

���
�

�
����となる。したがって，����の有限次元のケー

スでは�に対しては条件（iii）は仮定しなくてよい。そして，��が閉で尖って
２７）

いれば���は内点を持つ。そこで閉で尖っている��を用いて，それに対応す

る���を P として用いるとすると，ドブリュー（１９５６）によるゲール・二階堂

の補題７の Smから尖がっている閉凸錐��への一般化が得られる。

E が無限次元の一般的な局所凸線形位相空間であり，更に，�	
������で

（ii）′����には＊－弱位相，E には弱位相を用いて，��������が����
２８）

上で上半連続となるケースを考える。勿論，（ii）′→（ii）である。まず，��

�	
����を１つ固定して���������������	とする。そして，u が P の

��内点なので，原点０のある凸平衡近傍W が存在して ��� ���となる。

故に，W の平衡性によって任意の��と����に対して��������，

��������となる。もちろん，������であるが，特に，����，����とす

ると�������となるので������とはならず，������に対して������

となって，���������となる。また，��を任意に１つ固定すると，任意

の����に対して�������������������������となるので�����

��となる。そして，W の平衡性によって���でもあるので，同様にして

２７）二階堂（１９６８，定理３．１３（ii））
２８）二階堂（１９５９）では，このケースをノルム空間においてしか考察していないが，実際には
ここでのように局所凸線形位相空間において考察可能である。
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��������となって������となり，故に，��������となる。これは Cu

がW の極集合W°に含まれる事を示している。そして，アラオグルー・ブル

バキの定理よりW°は＊－弱コンパクトであり，また，Cuは＊－弱閉なので，故
２９）

に，Cuも＊－弱コンパクトになる。そこで，��������を����	�����

����によって定義すれば，�������	�����となるが，Cuが＊－弱コンパク

トで�が Cu上でも＊－弱位相で上半連続なので，補題７によって�����は弱コ

ンパクトになる。������は����上で＊－弱位相で連続なのでψは����上

で＊－弱位相で上半連続であり，更に，仮定より（i）（iv）も成立するので，結局，

��������は定理の条件（i）―（iv）を満たす。したがって，ある�
�


����

が存在して����
�

����	����
�

��
�

�������	�となり，��������が（i），

（ii）′，（iv）を満たすだけで，�
�

��
�

���
����に対して����
�

��
�

�������	�

となる。したがって，この場合にも�に対して条件（iii）を仮定しなくてよい。

そして，E が局所凸線形位相空間で�	
����	�のケースで�：Cu→E が（i），

（ii）′，（iv）を満たす時に，ある�
�

��
�

���
��に対して����
�

��
�

�������	�を
３０）

示したのがフロレンザーノ（１９８３）である。ただし，フロレンザーノ（１９８３）の結

果は�	
����	�の時に成立するのであるが，本節の定理は�	
����	�が成立

しなくても ����� �� �	��であれば成立するので，より一般的な結果である。

そして，二階堂（１９５７ｂ）において二階堂（１９５６ｂ）（筆者未見）に触れている

点から察すると，後者は E が無限次元ノルム空間，�	
����	�，そして，（ii）′：

����には＊－弱位相，E には弱位相を用いて��������が����上で

２９）アラオグルー・ブルバキの定理によると，U を E の原点の近傍とすると，��	��

����������（U の極）が＊－弱位相���������でコンパクトになる。

３０）フロレンザーノ（１９８３，系１，p．２１３―４）で，その元の結果であるフロレンザーノ（１９８３，
補題１，p．２１２）の証明はここでの証明とほぼ同一で，有限次元のゲール・二階堂の補題に
よる近似を用いている。ただし，フロレンザーノの無限次元のゲール・二階堂の補題にお
ける位相の取り方は，l∞のようなバナッハ先双対空間を財空間とするケースへ応用する事
を前提にしているために，やや工夫がされていて，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）とは微妙に異
なっている。そして，無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題は，ヤネリス（１９８５）
やメータ・タラフダー（１９８７）によって更に一般化されている。また，アリプランティス・
ブラウン（１９８３）は，線形位相束を財空間とする経済の超過需要関数を考えて，そのモデル
における市場均衡の存在問題を扱っている。そして，これらの結果は浦井（２０００）によって
更に一般化されている。
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上半連続，という条件の下でのゲール・二階堂の補題を示しているように思わ
３１）
れる。そして，その証明はここでのような有限次元のゲール・二階堂の補題の

利用した近似であったのではないかと思われる。ただし，������� E に対

する本節での定理の証明では，この二階堂（１９５６ｂ）やフロレンザーノ（１９８３）の

証明とは違って，価格集合 Cuの＊－弱コンパクト性は一切利用せず，代わりに

����������������の＊－弱コンパクト性という（iii）を利用している。

� 終わりに

以上で，二階堂（１９５７ｂ，p．４，注２））において，そこで用いたノルム空間

のケースの結果が用意に一般的線形位相空間にまでも拡張できると述べている

事に基づいて，二階堂（１９５９）で示された局所凸線形位相空間のケースへのゲー

ル・二階堂の補題の一般化の証明を，凸値の特殊なケースで簡潔に行った事に

なる。二階堂（１９５９）は日本の数学雑誌に掲載された事と対応の非循環値性

（Acyclic-valued）を利用した証明が複雑であった事によって，その後の無限次

元財空間における競争均衡の存在問題において全く触れられなかった。少なく

とも，本稿のように，対応の凸値性を利用して，二階堂（１９５７ｂ）のノルム空間

で行ったのと同様な有限次元のゲール・二階堂の補題による近似という簡明な

証明を用いた結果が独立した論文として作成されて専門雑誌に掲載されていれ

ば，ビューレー（１９７２）以降に一般均衡理論の１つの大きな話題となった無限次

元財空間における競争均衡の存在問題に対して，著しい貢献をしていたと考え

られる。その結果として，無限次元財空間における競争均衡の存在問題の先駆
３２）

的な研究として，ドブリュー（１９５４）と共に，言及される事となったと思われる。

ただし，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）では，それらで扱った超過供給対応を持つ

３１）二階堂（１９５７ｂ，p．４，Remark２，p．１１―２）においてである。
３２）ビューレー（１９７２）が用いた有限次元空間の競争均衡の存在定理に基づく有限次元空間の
競争均衡列による近似という証明と同じように，有限次元空間のゲール・二階堂の補題に
基づく有限次元空間の競争均衡から成る（有向）点列による近似という手法を用いているの
で，この二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ）の証明は，ビューレー（１９７２）の証明の先駆けと考える事も
できる。また，角谷の不動点定理をユークリッド空間から局所凸線形位相空間へ一般化し
たファン・グリックスバーグの不動点定理の証明では，有限次元部分空間族による元空間�
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ような無限次元財空間モデルの例を１つも与えていないので，ドブリュー

（１９５４）のように，例として l∞をその財空間とする無限期間純粋交換経済モデ

ルを考えて，この経済がどのような条件を満たす時に，その超過供給（需要）

対応が二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）で仮定した条件を満たすのかといった議論も入

れておいてよかったと考えられる。実際，ゲール（１９５５），二階堂（１９５６ａ），そ

してドブリュー（１９５９）は，与えられた経済モデルから導出された超過供給対応

が，ゲール・二階堂の補題の条件を満たすので，その結果として競争均衡が存

在するという議論の流れになっていて，ゲール・二階堂の補題それ自身を分析
３３）

の対象としている訳ではないのである。

もちろん，経済モデルの例に触れてはいないとはいえ，有限次元のユークリッ

ド空間における競争均衡の存在が示された直後に無限次元空間において超過供

給対応を想定し，それに対してゲール・二階堂の補題を定式化してその証明を

行ったという点で，二階堂（１９５６ｂ，５７ｂ，５９）の貢献や意義は何ら損なわれない

のである。

の近似を考えてその有限次元部分空間には角谷の不動点定理を用いて不動点の（有向）点列
を構成し，この列の極限が元空間の不動点であるという事を示している。するとこれらの
議論には，有限次元部分空間には角谷の不動点定理を用いて不動点の列を構成するか，有
限次元部分空間にアロー・ドブリュー・マッケンジーの競争均衡の存在定理を用いて競争
均衡の列を構成するか，または，有限次元部分空間にはゲール・二階堂の補題を用いて競
争均衡の列を構成するか，といった共通点がある。そして，不動点定理に関して言えば，
ファン・グリックスバーグの無限次元の不動点定理よりもブラウワーや角谷の有限次元の
不動点定理の方が本質的であるという解釈も可能であり，二階堂先生も後年このような意
見を持っておられたという事である。

３３）l∞を財空間とする経済モデルから得られた超過供給対応が前節の定理の仮定を満たさな
い場合には，フロレンザーノ（１９８３）の議論が参考になる。それに基づけば，二階堂（１９５６ｂ，
５７ｂ，５９）における無限次元のゲール・二階堂の補題で用いる線形位相を，補題１から補題
６までが依然として成立するように上手く選択すれば，無限次元のゲール・二階堂の補題
が本稿のように証明できるので，その結果を l∞が財空間となっているケースの超過供給対
応に対して適用すればいい。もちろん，この時の線形位相の選択において，前節の定理の
証明において利用した合成写像���������������に対して，有限次元のゲール・二
階堂の補題の条件の成立を保証するように上手く行う必要がある。

�
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On Gale-Nikaido-Debreu’s Lemma in an Infinite Dimensional
Commodity Space by Nikaido（１９５６，５７，５９）

Kubota, Hajime

Debreu（１９５９，Ch.５）uses the famous Gale-Nikaido-Debreu’s lemma for prov-

ing the existence of a competitive equilibrium in economies with n-dimensional

Euclidean space Rn as the commodity space. Nikaido（１９５６，５７，５９）extend this Gale-

Nikaido-Debreu’s lemma in Rn to the one in some infinite dimensional spaces such as

normed spaces and localy convex topological vector spaces. This is surprizing since

Gale-Nikaido-Debreu’s lemma is generalized to the infinite dimensional spaces just af-

ter Gale-Nikaido-Debreu’s lemma in Rn is established. Since the literature on the exis-

tence of competitive equilibirum in economies with an inifinite number of commodites

stars after Peleg-Yarri（１９７０）and Bewley（１９７２）, Nikaido（１９５６,５７,５９）preceds at

least one decade as Debreu（１９５４）does. The purpose of this paper, then, to reconsider

Nikaido（１９５６,５７,５９）’s generalization of Gale-Nikaido-Debreu’s lemma to some infi-

nite dimensional spaces and proves the one established in the case of locally convex

spaces of Nikaido（１９５９）with using the method of proof employed in Nikaido（１９５７）

when the excess supply correspondence is convex-valued.

２３Nikaido（１９５６，５７，５９）による無限次元財空間モデルのゲール・二階堂・ドブリューの補題について




