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1 はじめに

低圧気体や微小な系（マイクロスケール）における気

体では，気体分子の平均自由行程が系の代表長に比べて

無視できない．この場合，気体は局所的平衡状態からず

れているため，それを前提とする通常の巨視的流体力学

では気体の挙動を正しく記述することができず，気体分

子の速度がどのように分布しているかといった集団的

な微視的情報を取り入れたアプローチが必要となる．そ

れが気体分子運動論であり，その立場に立つ流体力学を

分子気体力学あるいは希薄気体力学，その対象となる低

圧気体や微小系における気体を希薄気体と呼ぶ 1–3)．分

子気体力学は，1960年代から 1970年代にかけて，航空
宇宙工学に結びついて急速な発展を遂げた．それ以降は

様々な分野に浸透し，とくに現在では，マイクロ・ナノ

流体力学の重要な一分野として盛んに研究されている．

分子気体力学の基礎方程式は，ボルツマン方程式と呼

ばれる複雑な非線形微積分方程式で，従属変数（未知関

数）は気体分子の速度分布関数である 1–3)．希薄気体の

振舞を知るには，この方程式をしかるべき初期条件と境

界条件のもとで解かなければならない．実際問題では，

ほとんどの場合何らかの数値解析が必要である．本稿で

は，紙数の都合上，ボルツマン方程式およびそのモデル

方程式の数値解析のごく一端について述べる．

希薄気体では，外力が働いていなくても，温度場に

よって定常な流れが誘起される 1–4)．熱ほふく流や熱遷

移流はその代表的なものである．3.1と 3.2では，この
種の流れを取り上げる．

∗〒 606–8501京都市左京区吉田本町
†E-mail: aoki.kazuo.7a@kyoto-u.ac.jp

2 ボルツマン方程式・モデル方程式の数値解法

2.1 確率論的解法

ボルツマン方程式の数値解法として最も普及してい

るのは DSMC（Direct Simulation Monte Carlo）法と呼
ばれるもので，1963年に G. A. Birdによって提案され，
その後 Bird自身と他の大勢の研究者によって改良が加
えられた 5)．これは，現実の気体分子をはるかに少ない

数の擬似粒子で代表させ，擬似粒子の無衝突運動と擬似

粒子同士の衝突による速度変化を時間ステップごとに繰

り返すもので，衝突過程を確率を用いて処理することか

ら，粒子的・確率的方法である．これは，手順が簡単で

（ボルツマン方程式の知識はほとんど必要ない）適応性

が高く，数値的にも安定で優れた方法である．また，そ

の数値解がボルツマン方程式の解に収束することも数

学的に証明されている 6)．

この方法の弱点は，用いる擬似粒子数が限られる実

際の計算では，常に統計的ノイズを伴うことである．た

とえば，マッハ数が 0.01といった遅い流れでは，巨視
的な流れの場がノイズに埋没するため，計算が非常に

難しくなる．上に述べた温度場による流れは，遅い流れ

である場合が多い．この統計的ノイズを避け，流れの構

造の詳細を捉えたい場合には，以下で述べる非確率的，

すなわち決定論的解法が用いられる．なお，平衡状態か

らのずれの部分だけを粒子的・確率的に計算することに

よってノイズの影響を低減し，遅い流れを精度よく求め

る DSMC的な方法も，最近提案されている 7)．

2.2 決定論的解法：ボルツマン方程式

ボルツマン方程式の場合，通常の流体力学における独

立変数（時間変数と空間変数）に加えて，気体分子の速

度も独立変数であるため，その数値解析は複雑である．

静止平衡状態からのずれが小さい系に対しては，ボルツ

マン方程式を線形化したもの（線形化ボルツマン方程
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式）が通常用いられる．今から 20年余り前に，線形化
ボルツマン方程式の有限差分法による精密な数値解析

が初めて行われ，基礎的な平面境界問題（平面ポアズイ

ユ流，温度の跳びや速度のすべりの問題）の詳細が解明

された 8–10)．この解析はその後，球形物体の外部流問題

（球を過ぎる遅い一様流，熱泳動など）に拡張され，こ

れらの問題に対する初めての精確な数値解が求められ

た 11, 12)．また，本来の非線形ボルツマン方程式にも拡

張され，衝撃波の構造などの 1次元問題の精密な決定
論的解析が初めて行われた 13, 14)．

非線形ボルツマン方程式に対する他の数値解法にも

言及しておく．ロシアにおいて実用的問題（空間的に 2
次元，3次元の問題）への応用を視野に入れた離散分子
速度法が開発され，ある程度の普及を見た 15)．これら

は上述の精密な数値解法とは目的を異にし，少ない計

算格子でいかに定性的にもっともらしい結果を得るか

を目指したものである．しかし，この面では，全般的に

DSMC法が勝っている．また，いくつかの応用数学者グ
ループが，スペクトル法，高速フーリエ変換，不連続ガ

ラーキン法などを用いた様々な解法を提案しているが，

まだ理論的考察の域を大きく出てはいない．

2.3 決定論的解法：モデル方程式

上述のように，ボルツマン方程式の決定論的解法は，

その衝突積分項（非線形かつ 5重積分を含む項で，気体
分子同士の 2体衝突の効果を表わす）のため，非常に厄
介である．そのため，BGKモデルと呼ばれる衝突積分
項の簡単なモデルがよく用いられる．これは，半世紀以

上も前の 1954年に Bhatnagar, Gross, Krook16) の 3人と
Welander17) が独立に提案したものである（BGKは前 3
著者名の頭文字をとったもの）．

BGK モデル方程式の差分法などによる数値解析は，
1960年代から現在にいたるまで，盛んに行われている．
ボルツマン方程式に近い結果を与える場合も多く，ボル

ツマン方程式では不可能な流れの場の微細構造も記述

可能であるため，簡単な割には優れたモデルである．過

去の膨大な数の論文を紹介するのは不可能であるので，

筆者の所属してきた研究グループの論文をいくつか引

用するにとどめる：(i)平面境界問題：文献 18,19)，(ii)
球状・円柱状物体の外部流：文献 20,21)，(iii)特異境界
問題：文献 22,23)．このうち，(i)，(ii)の文献は，主と
して界面で蒸発・凝縮を伴う流れの基本的性質を解明し

たもの，(ii)，(iii)の文献は，気体分子の速度分布関数
（ボルツマン方程式あるいは BGKモデルにおける未知
関数）が気体領域中で不連続になることに注意し，不連

続の伝播と減衰を正確に記述したものである．流れの場

の精確な記述には，この不連続の記述が不可欠である

が，それを考慮した数値解法は他には見当たらない．

3 数値解析の例

本章では，三つの異なる立場からの数値解析の例を示

す．3.1，3.2は温度場によって誘起される流れの例であ
り，3.3は平衡状態への緩和という統計力学における基
礎的問題の数値解析例である．

3.1 直接的数値解析：ラジオメータ流れ 24)

まず，BGKモデル方程式を有限差分法で直接数値解
析した例を示す．図 1に示すように，一様温度 T0に保

たれた一辺 Lの正方形 2次元容器内に希薄気体が入っ
ており，その中央部に幅Dで厚さが無視できる 2次元
平板が置かれている．座標軸は図のように取る．平板の

各面はそれぞれ一様温度 T+
w，T−

w に保たれている．こ

のときに誘起される気体の定常な流れについて調べる．

ただし，容器壁と平板面では，気体分子は慣用の拡散

反射条件に従うとする（反射分子の速度は境界の温度

と速度に基づく平衡分布に従って分布しており，さらに

境界を横切る正味の質量流量はゼロであるという条件，

文献 1–3)参照）．

図 1 正方形容器内の希薄気体中におかれた平板 24)

L/D = 4, T+
w /T0 = 2，T−

w /T0 = 1のとき（平板の

左面の温度が容器壁と同じで，右面が容器壁の 2倍の
温度に加熱されている），平板の上部先端付近に生じる

流れの様子をいくつかのクヌーセン数 Kn= l/Dに対し

て図 2に示す．ここに lは，温度 = T0，密度 = ρav(平
均密度)で静止平衡状態にある気体分子の平均自由行程
で，図中の平板は上部先端からD/10の部分である．図

の (a)は Kn= 5，(b)は Kn= 0.5，(c)は Kn= 0.05，(d)
はKn= 0.01に対する結果である．矢印はX1X2平面で

の流速ベクトル (v1, v2)を (2RT0)
1/2（Rは単位質量あ

たりの気体定数）で無次元化したもので，そのスケール

は各図に示してある．平板上の流速が見やすいように，

X1 > 0と X1 < 0の領域を少し離して表示してある．

クヌーセン数の減少とともに，流れの領域が先端付近に

局在化していくことがわかる．巨視的物理量は，先端で
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図 2 平板先端付近の流れ（L/D = 4, T+
w /T0 = 2，T−

w /T0 = 1）24)．(a) Kn= 5，(b) Kn= 0.5，(c) Kn= 0.05，(d) Kn= 0.01

特異性を示す．たとえば等温線は先端に集中する．平板

全体にはX1方向に力 F が働く．それをKnの関数とし
て示したのが図 3である．気体の流れ，平板に働く力と
もに，連続流極限（Kn→ 0）で消滅する．

図 3 平板に働く力（L/D = 4, T+
w /T0 = 2，T−

w /T0 = 1）24)

本問題では，平板に先端があることと平板の温度がそ

こで不連続であることから，気体分子の速度分布関数が

先端まわりで不連続になる（どちらか一方の原因でも不

連続は発生する）．ここでの数値解析では，通常の差分

法と特性曲線法を組み合わせた方法により，不連続の挙

動を正確に捉えている．これによって初めて，巨視量の

先端における特異性とその付近での急激な変化を正し

く記述することができる．

ラジオメータは，光を当てるとガラス球の中の羽根車

が回転する装置で，ガラス球の中は低圧に保たれてお

り，羽根は片面が黒く着色されていることがポイントで

ある．光が当たると黒い面の温度が上がり，両面で温度

差が生じる．これと周りの気体が低圧であることから，

羽根のまわりに流れが生じて羽根には力が働き，これに

よって羽根車が回転する．したがって，ここで考えた問

題は，ラジオメータの羽根の一つのモデルと言える．

3.2 間接的数値解析：曲がり流路を通る流れ 25, 26)

前節のような直接的数値解析だけではなく，理論を補

助する間接的な数値解析も，しばしば重要な役割を果た

す．ここではその例を示す．

一定幅Dで任意に曲がりくねった 2次元流路を考え
る．両側の壁の温度は，直断面では等しいが，流路に

沿って任意に変化してもよい．有意の温度変化が生じる

流路の長さの尺度を Lとする．いま，流路幅が十分狭

く，ϵ = D/L ≪ 1が成り立つとする．このとき，ボル

ツマン方程式の BGKモデルをもとに，微小パラメータ
ϵについて系統的漸近解析を行うと，O(ϵ2)の誤差を除

いて，気体の温度，圧力などの巨視的物理量は流路の直

断面で一様で，気体の密度変化は，次の（無次元）方程

式によって記述されることが分かる（ボルツマン方程式

を用いても，本質的には同じ方程式が得られる）：
∂

∂t
ρ(s, t) +

∂

∂s
M(s, t) = 0. (1)

ここに

M(s, t) =
√

Tw(s)MP

(
K(s, t), |κ(s)|

)∂ρ(s, t)
∂s

+
ρ(s, t)√
Tw(s)

[
MP

(
K(s, t), |κ(s)|

)

+MT

(
K(s, t), |κ(s)|

) ] dTw(s)

ds
, (2)

K(s, t) = (
√
π/2)KnTw(s)

1/2/ρ(s, t). (3)

上式において，L2D−1(2RT0)
−1/2tは時間変数，Lsお

よびD−1κ(s)はそれぞれ流路の中心線に沿う長さおよ
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び中心線の曲率，T0Tw(s)は流路壁の温度，ρ0ρ(s, t)は

気体の密度，T0は基準温度，ρ0は基準密度，Kn= l/D

はクヌーセン数で，lは基準状態での平均自由行程であ

る．また，MP (x, y)，MT (x, y)はそれぞれ与えられた 2
変数の関数である．（無次元）時刻 tに位置 sにおける断

面を横切る単位時間当たりの気体の質量流量は，O(ϵ2)

の誤差を除いて ρ0(2RT0)
1/2DM(s, t)ϵで与えられる．

詳しくは省略するが，関数MP (x, y)，MT (x, y)はそ

れぞれ，幅Dの円環状の 2次元領域において，周方向
の圧力勾配および周方向の壁面温度勾配によって誘起

される循環流の流量に対応している（これは物理的には

実現できない仮想的流れである）．第 1変数（x）はク

ヌーセン数に，第 2変数（y）は円環流路の中心の曲率

に対応する．これらの関数は解析的に求めることはでき

ないため，(1)は現実的には方程式とは言えない．しか
し，2変数の多数の組み合わせに対して循環流の問題を
数値解析することにより，それらを数値的に構築するこ

とができる．実際，文献 25)では，BGKモデルと流路
壁上での拡散反射条件のもとで，これらの関数のデータ

ベースが構築されている．したがって，(1)は少なくと
も数値的には方程式である．

この数値的方程式の応用の一例を示す．流路の中心線

がアルキメデス螺旋：

r = aθ (0 ≤ θ ≤ θmax), (4)

であるような細い流路を考える．ここに (r, θ)は平面極

座標を表す（r, aは有次元量）．ここでは，θmax = 2π，

4π，8π，10πの 4つの流路を考え，すべて長さはLとす

る．θmax = 8πのときの流路を図 4に示す．(4)の定数 a

は，ϵ = D/L = 0.0015721となるように選ぶ．すなわち，

a/D = 14.96 (θmax = 2π)，a/D = 3.935 (θmax = 4π)，
a/D = 1 (θmax = 8π)，a/D = 0.6415 (θmax = 10π)．

図 4 アルキメデス螺旋状の流路（θmax = 8π）26)

流路の両端が開放されており，流路壁の温度は，始端

（s̃ = Ls = 0）で T0，終端（s̃ = Ls = L）で T1で，流

路に沿って s̃の 1次関数として変化するとする．このと
き，流路には低温部から高温部に流れが誘起される．こ

れは熱遷移流と呼ばれ，希薄気体に特有の現象である．

図 5 無次元質量流量（アルキメデス螺旋状の流路）26)

T1/T0 = 3のときの定常な気体の質量流量をクヌーセ

ン数 Knの関数として図 5に示す．図のM は無次元質

量流量で [有次元質量流量は ρ0(2RT0)
1/2DMϵ]，破線

は直線流路の場合である．流路が曲がっている効果は，

Knが 7程度以上の高希薄域においてのみ現れることが
分かる．圧力差による流れ（ポアズイユ流）やより複

雑な流路に対する結果，流路の曲率が不連続的に変化

する場合の (1)に対する接合条件などについては，文献
25, 26)を参照されたい．
図 4のような長い曲がり流路を通る希薄気流をDSMC
法などの直接的数値解法で解析するのはまず不可能であ

る．これに対して，数値解析によって得られたMP と

MT のデータベースを含む巨視的方程式 (1)は，数値解
析が非常に簡単で，時間的変化がある場合も含めて，手

早く流量や圧力分布を得ることができる．

3.3 数学に貢献する数値解析：平衡状態への緩和 27)

最後に，温度場による流れからは外れるが，数学・統

計物理学における基礎的問題に対する数値解析の貢献

の一例について簡単に述べる．一様一定温度に保たれ

た容器の中に希薄気体が入っており，ある時刻（初期時

刻）にそれが乱されたとする．しかしそのまま放置すれ

ば，気体は容器と同じ温度の静止平衡状態に近づくであ

ろう．容器内の気体の質量は保存されるから，この平衡

状態の密度は初期時刻での平均密度に等しい．それで

は，気体はその最終平衡状態にどのような速さで近づ

くのか．これが，ボルツマン方程式をもとに数学的に明

らかにされたのは比較的最近である．L. Desvillettesと
C. Villani28) は，気体分子の速度分布関数を f，その最

終平衡分布を f∞ とするとき，

∥f − f∞∥ = O(t−δ) (t → ∞, δ :任意の正数), (5)

が成り立つことを証明した．ここに，∥ · ∥はしかるべ
きノルム，tは時間変数である．ただし，ここでは，容
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器壁上で気体分子が鏡面的に反射するか，容器が周期的

な箱であると仮定されている．したがって，最終平衡分

布の温度は，初期時刻において気体分子がもつエネル

ギーによって決まる．後年，Villaniは拡散反射壁（3.1
参照）についても同じ結果が成り立つことを示した．こ

の場合の最終温度は容器の温度と同じである．ボルツマ

ン方程式の解の平衡状態への緩和過程を数学的に明ら

かにした一連の業績（およびプラズマの非線形ランダウ

減衰の数学的理論）により，Villaniは 2010年にフィー
ルズ賞を受賞している．

(5)は，平衡状態への緩和は速く，ほとんど指数関数
的，すなわち ∥f − f∞∥ = O(exp(−ct))（cは定数）で

あることを示している（実際，文献 28)の条件のもとで
は，緩和が厳密に指数関数的であることが最近証明さ

れた）．この速い緩和は，気体分子同士の衝突によって

起こる．それでは，気体が非常に希薄で分子同士の衝突

が無視できる場合（自由分子気体という）どうなるか．

鏡面反射や周期境界条件では，平衡状態への緩和は起

こらない．しかし，拡散反射に代表される物理的境界条

件では，気体分子が容器壁と相互作用することによって

やはり容器温度と等しい温度をもつ平衡分布に緩和す

るはずである．実際，このような緩和が起こることは，

拡散反射条件のもとで，数学的に証明されているが，そ

の速さについてはこれまで知られていなかった．直感的

には，緩和は (5)よりも遅いことが予想される．
そこで筆者らは，拡散反射境界条件のもとで，容器内

の自由分子気体の緩和の速さを数値的に調べることを

試みた．扱う方程式は，衝突積分項のないボルツマン方

程式であるため，数値解析は原理的には容易であるが，

長時間経過後の微小な量を正確に捉える必要があるた

め，注意深い計算が必要である．その結果，

∥f − f∞∥ ≈ Ct−d (t → ∞, d = 1, 2, 3), (6)

を示すいくつかの数値的証拠を得た．上式中の dは容器

の次元である．その一例を図 6に示す．ここでは，容器
は球形（d = 3，直径 L），無限に長い円筒（d = 2，直

径 L），または無限に広い平行 2平板間の領域（d = 1，

間隔 L）で，初期時刻（t = 0）において，気体は容器

温度 Twの 2倍の温度をもつ静止平衡分布であるとして
いる．図中の tは，L(2RTw)

−1/2 で無次元化した時間

変数，log tは 10を底とする tの常用対数，∥∆f∥(d)は，
d = 3のときには |f −f∞|を全範囲の分子速度と容器内
の領域にわたって積分した L1ノルム，d = 2, 3のとき

には，周辺分布関数に対する同様の L1 ノルムである．

図の 3本の曲線は，時間の経過とともに，それぞれ傾
きが −1（d = 1），−2（d = 2），−3（d = 3）の直線

に近づく．傾きの具体的な値は，d = 1のとき t = 104

図 6 自由分子気体における平衡状態への緩和 27)

（log t = 4）で−0.999999，d = 2，3のときには t = 103

でそれぞれ −1.999997，−2.999998である．

これが動機となって，(6)を数学的に証明しようとい
う試みが始まっている．とくに文献 29)では，容器の形
は上と同じ球形，円柱形などであるが，任意の初期分布

に対して，証明が与えられた．このように数値解析は，

数学的研究に動機を与えたり，数学では証明しきれない

場合に数値的証拠で証明を補完したりと言った重要な役

割を担うことができる．

4 おわりに

ボルツマン方程式およびそのモデル方程式による希

薄気流の数値解析については膨大な数の文献がある．本

稿では，そのうち筆者が関心をもっている三つの側面に

焦点を絞り，主に温度場による流れを取り上げて，その

一端を紹介することを試みた．したがって内容は非常に

偏っているが，最近の取り組みについて何らかの情報を

提供することができれば幸甚である．
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