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大規模固有値問題のための Jacobi-Davidson法とその特性について

西 田 晃† 小 柳 義 夫†

近年 Sleijpenら (1996)によって提案された Jacobi-Davidson法は，大規模疎行列の固有値解法と
していくつかの新しい性質を持ち，注目を集めている．実際，従来の Lanczos/Arnoldi系の解法が
外部固有値の計算に適しているのに対し，Jacobi-Davidson法にはそのような制約がない．本論文で
は，この手法について紹介するとともに，その特性を他の大規模固有値解法と比較する．

A Survey on the Jacobi-Davidson Method and its Characteristics for
Large-scale Eigenvalue Problems

Akira Nishida† and Yoshio Oyanagi†

The Jacobi-Davidson method, which was recently proposed by Sleijpen, et al. (1996) is a
promising alternative to the Lanczos/Arnoldi approach. In fact, the Lanczos/Arnoldi ap-
proach is suitable for computing extreme eigenvalues of general sparse matrices, whereas the
Jacobi-Davidson method does not have such ristrictions. In this paper, the details and the
characteristics of the Jacobi-Davidson method are surveyed and compared with other ap-
proaches.

1. は じ め に

大規模疎行列の固有値計算アルゴリズムとしては，

従来 Lanczos/Arnoldi系の解法5),8)∼10)を用いるのが

一般的であった．比較的小規模な行列においては，全

固有値を求めるQR法を用いることができるが，問題

の大きさ n に対して O(n3) の計算量を要するため，

この方法では規模の大きな問題を扱うことができない．

このため，リスタートを用いた反復 Lanczos/Arnoldi

法は，特に疎行列を扱う場合に最も実際的な解法であ

るといえるが，固有値が近接している場合，正確な計

算が難しいことが知られている．

Jacobi-Davidson 法12),13),15),16)は，このように比

較的条件の悪い場合にも正確に固有値を計算できる6)

ことから，Lanczos/Arnoldi法に代わる有力なアルゴ

リズムとして注目されている．本論文ではこの手法の

概要を紹介するとともに，他の固有値解法との関係に

ついて述べる．

2. Jacobi-Davidson法

Jacobi-Davidson法は，従来 Davidson法4)として
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提案された手法に，Jacobi法7)の考え方を用いて改良

を加えたものである．本章では，Davidson法をもと

に，Jacobi-Davidson法の導出を行う．

2.1 Davidson法

Davidson法では，以下のような手続きで絶対値最

大の固有値☆を求める．

次元 kの部分空間 K = span{v1, ..., vk}上で，行列
A の近似固有対，すなわち Ritz値 θk および Ritzベ

クトル uk を考える．ここで v1, ..., vk は正規直交基底

とする．uk を更新するためには K の次元を拡張する
必要があるが，Davidson法では残差 r = Auk −θkuk

について修正方程式と呼ばれる以下のような方程式を

解く．

Mkt = r, Mk = DA − θkI (1)

DA は A の対角成分である．さらに t を K と直交
化して vk+1 を得る．Vk+1 = [v1, ..., vk+1] と置けば，

新しい Ritz対 (θk+1, uk+1) は行列

Hk+1 = V ∗
k+1AVk+1 (2)

の固有対として計算されることになるが，このこと

から，Mk = I の場合に，Davidson 法は Lanczos/

Arnoldi法と同一となることが分かる☆☆．

☆ 以下単に最大固有値と書く．
☆☆ Davidson法は一種の加速付 Lanczos/Arnoldi法と考えるこ
とができる．
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ところが，ここで

M−1
k ≈ (A− θkI)−1 (3)

を残差ベクトル r に対する前処理行列と考えれば分

かるように，この方法では θk に対応する近似固有ベ

クトル uk の方向の成分を増幅させる結果となり，特

に A が対角行列である場合には，新しい固有ベクト

ル成分を得ることができない．

2.2 Jacobi-Davidson法

したがって，ここでは uk の直交補空間から更新の

ための成分を取り出すことを考える☆．以下では uk は

正規化されているものと仮定する．

固有値問題 Ax = λx を，以下のように uk の直交

補空間 u⊥k 上に射影する．行列 A の u⊥k への直交射

影は

Ã = (I − uku
∗
k)A(I − uku

∗
k) (4)

で表されるが，これは

A = Ã+ uku
∗
kA+ Auku

∗
k − θkuku

∗
k (5)

と書き直すことができる．修正ベクトル z は

A(z + uk) = λ(z + uk), z ⊥ uk (6)

を満たすので，ここに式 (5)を代入すれば

(Ã− λI)z = −r + (λ− θk − u∗kAz)uk (7)

となる．Ãz ⊥ uk，z ⊥ uk，r ⊥ uk より uk の係数

は 0でなければならないので，問題は

(Ã− λI)z = −r (8)

の計算に帰着されることが分かる．実際には λ の値

を知ることはできないが，式 (8)は厳密に解く必要が

ないため，ここでは代わりにθk を用いて

(I − uku
∗
k)(A− θkI)(I − uku

∗
k)z = −r (9)

を解く．得られたベクトルを Vk に対して直交化し，

vk+1 とする．Hk+1 = V ∗
k+1AVk+1 の最大固有値が次

ステップの Ritz値 θk+1 となる．具体的なアルゴリ

ズムを図 1 に示す．

2.3 前 処 理

Jacobi-Davidson法においては，反復法による式 (9)

の計算を効率的に行う必要がある．そこで以下では

Jacobi-Davidson法の前処理について考える14)．

式 (9)の近似解を z̃とする．このとき，z̃ ⊥ uk より，

(A− θkI)z̃ − αuk = −r (10)

が成り立つので，A− θkI を Mk で近似すれば，

z̃ = −M−1
k r + αM−1

k uk (11)

と表すことができる．この場合にも近似解は uk と直

交する空間に限定されるので，実際には近似演算子と

して

☆ この手法は Jacobi’s orthogonal component correction

（JOCC）と呼ばれ，Davidson法もこれに含まれる7),13)．

input a starting vector v and a tolerance ε;

compute u1 = v1 = v/ ‖ v ‖2;

w1 = Av1, θ = h1,1 = w∗
1v1, r = w1 − θv1;

for k = 2, ...

solve approximately a z ⊥ u from

(I − uu∗)(A − θI)(I − uu∗)z = −r;

for j = 1, ..., k − 1

z = z − (z∗vj)vj ;

vk = z/ ‖ z ‖2, wk = Avk;

for j = 1, ..., k

hj,k = w∗
kvj ;

compute the largest eigenpair (θ, y)

of the matrix Hk with ‖ y ‖= 1;

compute the Ritz vector u = V y

and ũ = Au = Wy;

r = ũ − θu;

stop if ‖ r ‖2≤ ε;

図 1 JD法による最大固有値の計算
Fig. 1 Computation of the largest eigenpair by JD.

solve ū from Mkū = u;

compute r̃ ≡ M̃−1
k

r as:

solve x from Mkx = r;

r̃ = x − u∗x
u∗ū

ū;

solve approximately M̃−1
k

Ãz = −r̃

with z0 = 0;

図 2 左前処理を用いた修正方程式の計算部分
Fig. 2 Computation of correction equation with left

preconditioning.

M̃k = (I − uku
∗
k)Mk(I − uku

∗
k) (12)

を用いる必要がある．左前処理では，演算子として

M̃−1
k Ã(Ã = (I − uku

∗
k)(A − θkI)(I − uku

∗
k))を用

いる．

この場合，反復ベクトル yに対して ỹ = (A−θkI)y
とおくと，y ⊥ uk より

Ãy = (I − uku
∗
k)(A− θkI)(I − uku

∗
k)y (13)

= (I − uku
∗
k)(A− θkI)y (14)

= (I − uku
∗
k)ỹ (15)

となるので，M̃−1
k Ãy = ŷ は

M̃kŷ = (I − uku
∗
k)ỹ (16)

を解くことによって求めることができる．実際には，

ŷ と uk との直交性から

Mkŷ = ỹ − αuk (17)

と書けるので，Mkȳ = ỹ，Mkū = uk とすれば

ŷ = ȳ − αū (18)

より ŷ の直交条件を用いて

α =
u∗kȳ
u∗kū

(19)

を得る．以上をまとめたものを図 2 に示す．
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3. 複数固有値の計算

3.1 JDQR法

次に，減次を用いて複数の固有値を求めることを考

える6)．行列 A の部分 Schur形を

AQk = QkRk, k � n (20)

とする．ここで Qk は n × k 正規直交行列，Rk は

k × k 上三角行列である．このとき Rk の固有対を

(x, λ) とすると，A の固有対は (Qkx, λ) となる．部

分 Schur形は以下のように計算する．

( 1 ) 正規直交基底 Vi = [v1, ..., vi] に対して，射影

行列 M = V ∗
i AVi を求め，QR法により Schur

形 M = US，U∗U = I を計算する．τ に近い

固有値を求める場合，|si,i − τ |が昇順に並ぶよ
う S の列を交換すると，s1, s2, ... の順に，必

要な固有値に近い近似固有ベクトルが並ぶ．こ

の過程で，記憶容量に応じてリスタートを行う

こともできる．

( 2 ) 次に部分空間の拡張を行う．すでに k 次の部分

Shur形が得られているとすると，

A[Qk, q] = [Qk, q]

[
Rk s

λ

]
, (21)

Q∗
kq = 0 (22)

となるベクトル q を定めればよいが，このとき

(I − AkQ
∗
k)(A− λI)(I −QkQ

∗
k) = 0

(23)

が成り立つ．q は

Ã = (I −AkQ
∗
k)A(I −QkQ

∗
k) (24)

の固有ベクトルであるので，Ãに対する Jacobi-

Davidson法により計算することができる．以

上のアルゴリズムは JDQR法と呼ばれている．

3.2 前 処 理

A− θI に対する前処理行列 Mk がすでに得られて

いると仮定する．Q̃k−1 を u により拡張したものを

Q̃ とおく．Mk は Q̃ の次元に制限されるので，実際

には

M̃k = (I − Q̃Q̃∗)Pk(I − Q̃Q̃∗) (25)

を用いなければならない．この場合も，以下のように

簡単に前処理を行うことができる．

修正方程式の計算において，反復の初期ベクトルは

Q̃k の空間内にあるので，全反復ベクトルはこの中に

含まれる．したがって，vを反復法から得られるベクト

ルとすると，この部分空間内でベクトル z = M̃−1
k Ãkv

を計算する必要がある．

これは以下のように行う．Q̃∗v = 0 より，y =

(A− θI)v とおけば
Ã = (I − Q̃Q̃∗)(A− θI)(I − Q̃Q̃∗)v (26)

= (I − Q̃Q̃∗)y (27)

と書ける．左前処理の場合，

M̃ku = (I − Q̃Q̃∗)y (28)

を満たす z ⊥ Q̃ を計算する．Q̃∗z = 0 より，z は

Mkz = y − Q̃γ，すなわち z = M−1
k y −M−1

k Q̃γ を

満たす．γ については，Q̃∗z = 0 より

γ = (Q̃∗M−1
k Q̃)−1Q̃∗M−1

k y (29)

から計算できる．

4. 内部固有値の計算

実際には，上の方法では τ より大きな絶対値を持

つ固有値（内部固有値）を安定に計算することがで

きない．これは，Ritz 値が主にスペクトルの外部に

ある固有値に関する情報を含んでいるためであるが，

Jacobi-Davidson法では，以下に述べる調和 Ritz値

を用いることで，この問題に対処している．

対称行列 Aに関する固有値問題において，Lanczos

過程では，Krylov部分空間 Vi+1 = [v1, ..., vi+1]を導

く．Lanczos過程から

AVi = Vi+1Ti+1,i (30)

と書くことができる．(i+1)× i 行列のうち，第 i+1

行を除いた部分を Ti,i とする．このとき，

V ∗
i AAVi = T

∗
i+1,iV

∗
i+1Vi+1Ti+1,i (31)

= T ∗
i+1,iTi+1,i ≡Mi (32)

とおくと，Mi は対称正定値であることから，Mi =

U∗
i Ui と Cholesky分解すれば，

U−∗
i V ∗

i AAViU
−1
i = I (33)

を得るので，AViU
−1
i は直交行列であることが分か

る．これは AKi(A, v1)についての正規直交基底を生

成する．A−1 を AKi(A, v1) に制限する射影は

U−∗
i (AVi)

∗A−1AViU
−1
i (34)

= U−∗
i (AVi)

∗ViU
−1
i (35)

= U−∗
i T ∗

i,iU
−1
i (36)

となるので，A−1 の固有ベクトルの近似は，

U−∗
i Ti,iU

−1
i t = θt (37)

または

M−1
i Ti,is = θs (38)

から求められる．実際には

T−1
i,i Mis = θ

−1s ≡ θ̃s (39)

を解く必要があるが，これは

Ti,i + t
2
i+1,iT

−1
i,i eie

∗
i (40)

から計算することができる．θ̃ を A の調和 Ritz 値

（harmonic Ritz value）という．



104 情報処理学会論文誌：ハイパフォーマンスコンピューティングシステム Nov. 2000

5. 一般化固有値問題

5.1 アルゴリズム

次に一般化固有値問題

Ax− λBx = 0 (41)

の場合を考える11)．以下では Petrov-Galerkin 法に

よって近似最大固有対を計算する．

探索空間 span{v1, ..., vk}上の近似固有対 (θ, y)は，

試験部分空間 span{w1, ..., wk} に対して以下の関係
を満たすものとする．

AVky − θBVky ⊥ {w1, ..., wk} (42)

Vk，Wk を前節と同様に定義し，(θk, yk)を k 次元一

般化固有値問題

W ∗
kAVkyk − θkW ∗

kBVkyk = 0 (43)

の解とする．このとき，Aの固有対は (θk, uk ≡ Vkyk)

で近似される．uk は Petrovベクトル，θk は Petrov

値と呼ばれる．u が固有ベクトルに収束するにつれ

て Au ≈ λBu となることから，Wk のとり方として

は，AVk と BVk の線形結合とするのがよい．残差を

r = −(A− θkB)uk と定義すると，探索空間は，

(I − qkq∗k)(A− θkB)(I − uku
∗
k)z = −r (44)

の解 z ⊥ uk により拡張される．ここで Petrovベク

トル uk，試験ベクトル qk とも正規化されているもの

とする．一般化固有値問題に対する Jacobi-Davidson

法のアルゴリズムを図 3 にまとめる．

choose starting vectors v and w;

set V = [v], W = [w], k = 0;

for k = 0, ...

compute eigenpairs (y, θ) of the

projected eigenproblem

W∗AV y − θW∗BV y = 0

of dimension k + 1;

select a solution y and associated

Petrov value θ;

compute the Petrov vector u = V y

and the residual r = Au − θBu;

stop if u and θ are accurate enough;

select a w in span{W} and select

ũ ⊥/ u and w̃ ⊥/ w;

compute an approximate solution

z ⊥ ũ of the correction equation(
I − w̃w∗

w∗w̃

)
(A − θB)z = −r;

if k is too large:

select an l < k, select k × l

matrices RV , RW and compute

V = V RV , W = WRW , k = l;

select a v ∈ span{V, z} \ span{V }
and V = [V v];

select ṽ /∈ span{W} and W = [W, ṽ];

図 3 一般化固有値問題への JD法の適用
Fig. 3 Application of JD to generalized eigenproblems.

5.2 前 処 理

一般化固有値問題においても，標準固有値問題と同

様な方法で前処理を行うことができる2),14)．

Mk を A− θkB の近似とする．この場合も，実際
には

M̃k ≡ (I − qkq∗k)Mk(I − uku
∗
k) (45)

を用いる必要がある．y ⊥ qk に関する系
z ⊥ uk, M̃kz = y (46)

の解 z は，ỹ ≡M−1
k y，q̃ ≡M−1

k qk とおけば，

z = ỹ − q̃
(
1

µ
u∗kỹ

)
(47)

と書ける．z は

z ⊥ qk, M̃kz = (I − qkq∗k)y (48)

を満たす．ベクトル v に対する前処理は

y = (I − qkq∗k)(A− θkB)(I − uku
∗
k)v (49)

のように表される．その後式 (47)を行うことになる

が，v が uk と直交している場合には，これは y =

(A− θkB)v と同値である．したがって，uk に直交す

る初期ベクトルを選べば，これに (A − θkB) 自身を
作用させ，前処理式 (47)を行えばよいことが分かる．

5.3 JDQZ法

一般化固有値問題の場合，減次による複数固有値の

計算は以下のように行う6)．

ここでは，問題 (βA−αB)q = 0に関して，部分一般

化 Shur形 AQk−1 = Zk−1Sk−1，BQk−1 = Zk−1Tk

が得られていることを仮定する．式 (21)と同様に，適

当な q，z を用いて，これを

A[Qk−1, q] = [Zk−1, z]

[
Sk−1 s

α

]
, (50)

B[Zk−1, z] = [Qk−1, q]

[
Tk t

β

]
(51)

に拡張することを考える．この関係から，u ≡
Z∗

k−1(βA−αB)qとすれば，一般化Shur対 (q, 〈α, β〉)
について

Q∗
k−1q = 0, (βA− αB)q − Zk−1u = 0 (52)

を満たすことが分かるので，

Q∗
k−1q = 0, (53)

(I − Zk−1Z
∗
k−1)(βA− αB)q = 0 (54)

が得られる．以上から，(q, 〈α, β〉) について
Q∗

k−1q = 0, (55)

(I − Zk−1Z
∗
k−1)(βA− αB)(I −Qk−1Q

∗
k−1)q

= 0 (56)

が成り立つので，Shur対 (q, 〈α, β〉) は，減次された
行列の対
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((I − Zk−1Z
∗
k−1)A(I −Qk−1Q

∗
k−1),

(I − Zk−1Z
∗
k−1)B(I −Qk−1Q

∗
k−1)) (57)

の固有対になっていることが分かる．JDQZ法では，

一般化固有値問題に対する Jacobi-Davidson法を用い

てこの固有値問題を解く．

5.4 調和Petrov値

τ に近い固有値を求める場合，調和 Petrov 対

(θ, u) = Vks は，Wk を Wk ≡ (A − τB)Vk とな

るよう（または (A − τB)Vk と直交するよう）とれ

ば，式 (43)の解から計算できる．

6. 他の手法との関係

6.1 Lanczos/Arnoldi法

Jacobi-Davidson 法は加速付 Lanczos/Arnoldi 法

と考えることができ，Ritz/Petrov値を用いた場合の

性質は，Lanczos/Arnoldi系の解法と同様である．式

(11)において z̃ = −r，すなわち α = 0，M = I で

ある場合には，Jacobi-Davidson法は Arnoldi法と同

等なアルゴリズムとなる．

このことから，Lanczos/Arnoldi法と同様に，リス

タート時の加速法を考えることができる．実際には，

陰的リスタートを用いた Arnoldi 法5),8)は，Jacobi-

Davidson法において，修正方程式の計算に前処理な

しの 1ステップのGMRES法を用いた場合と同一のア

ルゴリズムとなることから，一般に Lanczos/Arnoldi

法での加速9),10)は，Jacobi-Davidson法における反復

解法の計算に帰着されることが分かる．この意味で，

Jacobi-Davidson法は現時点で最良の固有値解法であ

るといえる．

6.2 非対称 Lanczos法

非対称 Lanczos 法3)については，Bai らにより，

ABLE（Adaptive Block Lanczos Method）1)などの

手法が提案されている．図 4，図 5 のような固有値分

布を持つ一般化固有値問題☆では，Jacobi-Davidson

法とほぼ同等の精度で固有値を計算できる☆☆．ただ

しブレイクダウンの回避はアダプティブに行う必要が

ある．

7. まとめと今後の課題

本論文では，アルゴリズムを中心に Jacobi-Davidson

法についての概要を述べた．本手法は比較的新しい解

法であるため，Lanczos/Arnoldi法との比較評価につ

☆ この問題は電磁流体力学で扱われる2)．
☆☆ Jacobi-Davidson 法による具体的な計算事例については，

Sleijpen，Fokkemaらによる文献 6)，11)に詳細な報告があ
るので参考にされたい．
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図 4 MHD1280の固有値分布
Fig. 4 Spectrum of MHD1280.
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図 5 MHD1280の固有値の一部（Alfvén part）
Fig. 5 Alfvén part of the spectrum.

いては，まだ十分な結果が報告されていない

今後はこれらのアルゴリズムを中心に，大規模非対

称固有値問題に対する最適な手法の研究が進展してい

くものと思われる．
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ommenden Gleichungen numerisch aufzulösen,

Journal für die reine und angewandte Mathe-

matik, pp.51–94 (1846).

8) Lehoucq, R.: ARPACK User’s Guide: Solu-

tion of Large-Scale Eigenvalue Problems with

Implicityly Restorted Arnoldi Methods, Society

for Industrial & Applied Mathematics (1998).

9) Nishida, A.: Polynomial Acceleration for

Large Nonsymmetric Eigenproblems, PhD

Thesis, the University of Tokyo, Tokyo (1998).

10) Saad, Y.: Numerical Methods for Large Eigen-

value Problems, Wiley, New York (1992).

11) Sleijpen, G.L.G., Booten, J.G.L., Fokkema,

D.R. and van der Vorst, H.A.: Jacobi-Davidson

type methods for generalized eigenproblems

and polynomial eigenproblems, BIT, Vol.36,

No.3, pp.595–633 (1996).

12) Sleijpen, G.L.G. and van der Vorst, H.A.: The

Jacobi-Davidson method for eigenvalue prob-

lems and its relation with accelerated inex-

act Newton schemes, Technical Report, De-

partment of Mathematics, Utrecht University

(1995).

13) Sleijpen, G.L.G. and van der Vorst, H.A.:

A Jacobi-Davidson iteration method for lin-

ear eigenvalue problems, SIAM J.Matrix Anal.

Appl., Vol.17, No.2, pp.401–425 (1996).

14) Sleijpen, G.L.G., van der Vorst, H.A. and

Meijerink, E.: Efficient expansion of sub-

spaces in the Jacobi-Davidson method for stan-

dard and generalized eigenproblems, Techni-

cal Report 1047, Department of Mathematics,

Utrecht University (1998).

15) van der Vorst, H.A.: Jacobi-Davidson Meth-

ods for Symmetric Eigenproblems, Proc. Cop-

per Mountain Conference on Iterative Methods,

Vol.1, Copper Mountain, USA (1998).

16) van der Vorst, H.A.（著），緒方秀教（訳）：超
大型固有値問題の解法，応用数理，Vol.8, No.4,

pp.6–20 (1998).

(平成 12年 5月 3日受付)

(平成 12年 9月 7日採録)

西田 晃（正会員）

1970年生．1995年東京大学理学

部情報科学科卒業．1998年同大学院

理学系研究科情報科学専攻博士課程

修了．理学博士．同年より東京大学

大学院理学系研究科情報科学専攻助

手．反復解法，特に大規模固有値解法の研究に従事．

SIAM，ACM，IEEE，日本応用数理学会，日本ソフ

トウェア科学会各会員．

小柳 義夫（正会員）

1943年生．1966年東京大学理学

部物理学科卒業．1971 年同大学院

理学系研究科物理学専門課程修了，

理学博士．同年同大学助手．高エネ

ルギー物理学研究所理論部門助手，

筑波大学電子情報工学系講師，助教授，教授を経て，

1991年東京大学理学部情報科学科教授．並列処理，数

値解析，計算物理学に関する研究に従事．特に，偏微

分方程式の高速並列解法，最小二乗法の数値計算，乱

数やモンテカルロ法に興味を持つ．物理学会，日本統

計学会，応用統計学会，計算機統計学会，応用数理学

会等会員．


