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あらまし ディジタル画像の拡大と縮小に、空間領域では2次と3次多項式を用いた補間法が提案されているが、多項

式の次数が低いため、再生した画像の画質が著しく劣化し、高精度の画像補間は極めて困難である。補間精度を高める

には、多項式の次数を高くしなければならないが、多項式の係数と再生画質の対応関係が明らかではないため、現時点

では有効な解決法がまだ見当たらない。この問題を解決するため、本研究では、画像の高精度補間問題を多次元可変非

整数遅延（Variable Fractional Delay: VFD）フィルタの周波数領域での最適設計問題に帰着させ、ディジタル画像の

可変非整数遅延フィルタリングを行うことによって高精度の画像補間を実現する周波数領域でのアプローチを提案す

る。本研究の初期段階として、まず1次元VFDフィルタの閉じた形の最適設計法を提案し、設計例を用いて本設計法の

有効性を実証する。

1 まえがき

通過域幅、遮断周波数、共振周波数、遅延特性などが可変なディジタルフィルタは可変ディジタルフィルタと呼ばれ

る。可変ディジタルフィルタは音声、画像、ディジタル通信など様々な情報処理と情報通信の分野にその有効性が期待

され、最適設計と実現に関する研究は活発に行われている。可変ディジタルフィルタは振幅特性が可変なものと位相

（遅延）特性が可変なものに大別できる[1]-[8]。特に最近、遅延応答が非整数（サンプリング間隔の非整数倍）でかつ可

変なVFDフィルタは音声の高精度符号化、楽器のモデル化とディジタル通信における送受信信号の時間ずれの微調整

などの分野に有効であることが報告されている[9]-[19]。VFDフィルタを用いれば、任意の時刻（1次元信号の場合）、ま

たは任意の空間点（2次元信号の場合）における離散信号の値をVFDフィルタによるフィルタリングの出力として求め

ることができるので、ディジタル信号の高精度補間が可能となる。従って、ディジタル信号の補間問題は時間領域、或

いは空間領域で言うと、Sinc関数の近似問題になるが、周波数領域で言うと、可変非整数遅延応答をもつ理想の可変非

整数遅延素子の近似問題になる[20]-[24]。

本研究の目的は画像の高精度補間のための多次元VFDフィルタの最適設計を行うことであるが、研究の初期段階と

基礎として、まず1次元VFDフィルタの最適設計法を開発する。次に、1次元の最適設計に基づき、1次元の設計理論を

2次元の場合に拡張すれば、2次元VFDフィルタの最適設計の定式化も可能である。従って、1次元のものは多次元の場

合の基礎となる。本報告では、著者は設計パラメータの離散化を必要としない1次元VFDフィルタの閉じた形の新しい

設計法を提案する。設計法の基本的な考え方としては、まずVFDフィルタのすべての係数を可変非整数遅延の多項式

として表現する。次に、理想の可変非整数遅延素子の周波数応答と実際のVFDフィルタの周波数応答の重み付き自乗

誤差関数を最小化することによって、VFDフィルタの最適係数を閉じた形で求める。設計の過程では、設計パラメー

タの離散化を必要としないため、設計に要する計算量を大幅に減らすことができる。また、最終の設計結果は従来の設

計パラメータの離散化を必要とする方法のような離散化の密度による設計精度の影響がなく、最終の設計結果の最適性

が保証される。

2 設計問題の定式化と最適解

本節では、我々はまずVFDフィルタの設計問題の定式化を行い、可変周波数応答の重み付き自乗誤差関数を導出す

る。それから閉じた形の最適解を求め、その数値安定問題について論じ、その有効な対策を提案する。

従来の定常ディジタルフィルタ（周波数特性が固定なディジタルフィルタ）と違って、可変ディジタルフィルタは係

数が可変でなければならない。つまり、可変ディジタルフィルタの係数は可変周波数特性を決定するパラメータの関数

でなければならない。一方、多項式はいろいろな関数の中で最も単純で扱いやすい関数の一つであるため、本研究では、

1次元VFDフィルタの係数を可変パラメータ（非整数遅延）p の1次元多項式として表現する。即ち、1次元VFDフィル

タの伝達関数は
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（1）

とする。ここで、N 1 とN 2 は正の整数で、VFDフィルタの次数

を決定する。また、 N が奇数のとき、

（2）

N が偶数のとき、N 1 とN 2 の値は

（3）

となる。特に、先ほど述べたように、VFDフィルタの係数an（p）は可変非整数遅延 p∈ [-0.5,0.5] のK次多項式

（4）

として表現される。従って、可変伝達関数 H (z,p) は

（5）

のように書き替えられる。ここで、係数ベクトル a は係数行列

（6）

の列展開であり、その要素は係数行列 A の列方向の要素順に並べ替えられたものである。つまり、

（7）

また、式（5）では、記号�⊗ �はクロネッカ積（Kronecker product）を表し、ベクトル p と z は

（8）

（9）

となる。式（5）からVFDフィルタの実際の可変周波数応答は

（10）

となり、ここで、複素ベクトル ω は

（11）
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となる。明らかに、クロネッカ積演算の p ⊗ ω は長さ（次元）が( N +1 )( K +1 ) となる長いベクトルを作り出す。本研

究では、理想の可変周波数応答（近似仕様）

（12）

が与えられたとする。ここで、ω は正規化角周波数で、ω ∈ [ 0 , π ] ,  p は連続可変非整数遅延、 p∈ [-0.5,0.5] である。
本研究の目的は可変周波数応答の重み付き自乗誤差関数

（13）

が最小になるように最適係数 a ( n ,k )、または同様であるが、最適係数ベクトル a を求めることである。閉じた形の最

適解を導出するため、我々は重み関数 W ( ω , p ) を分離可能な形として以下の様に仮定する。

（14）

つまり、W ( ω , p ) は2つの1次元区間的なステップ関数 W 1 ( ω ) と W 2 ( p ) の積である。ここで、

（15）

（16）

とし、αl とβmは定数である。周波数応答の誤差（複素数）

（17）

から

（18）

が得られる。ここで、 [ ・ ]* は [・] の複素共役転置を表す。クロネッカ積の性質
（ A ⊗ B ）* = A * ⊗ B *

より

（ p ⊗ ω ）* = pT ⊗ ω *

が求まる。ここで、

（19）

は複素ベクトル ω の複素共役転置である。よって、

（20）

ここで、Re [ ・ ] は [・] の実部を表す。クロネッカ積の性質

（21）
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より、式（20）の初めの項は

（22）

となる。ここで、

（23）

はハンケル行列（Hankel matrix）で、

（24）

はトエプリッツ形エルミート行列（Hermitian matrix）である。更に、式（20）の2番目の項は

（25）

となる。ここで、実ベクトル q は

（26）

と定義されている。結局、式（14）と式（20）を式（13）に代入すると、誤差関数は

（27）

となる。ここで、

（28）

行列 P は以下のように計算できる。
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（29）

ここで、行列 P m は

（30）

と定義され、P m の ( i , j )番の要素は

（31）

である。ここで注意しなければならないことは行列 P m はハンケル行列であるため、行列 P m の最初の列と最後の行を

計算すればよい。式（29）から明らかなように、行列 P もサイズが(K+1) × (K+1) のハンケル行列である。

一方、式（28）の中の行列

（32）

は複素エルミート行列（Hermitian matrix）であるが、J1 (a) は実数なので、Ω c の実部を計算すればよい。これは以下

の理由による。

（33）

また、P と Ω c はそれぞれハンケル行列（Hankel matrix）とエルミート行列であるため、

（34）

から

（35）

が分かる。以上より、J1 (a) は実数であることが証明される。従って、J1 (a) を計算するため、Ω c の実部を計算すれば

十分である。

― 402―



複素行列 Ω c の実部は

（36）

となり、ここで、

（37）

（38）

i, j =1, 2 …, ( N+1 )

ここで強調すべきことは行列 Ω l が対称トエプリッツ（Toeplitz matrix）なので、Ω l を計算するため、 Ω l の最初の

行を計算すればよい。結局、式（36）の行列 Ωも対称トエプリッツ行列であり、Ω のサイズは (N+1)×(N+1)である。
以上の行列 P と Ω の導出に基づき、式（27）の中の J1 (a) は

（39）

となる。また、式（27）の中の2番目の項は

（40）

となり、ここで、

（41）

ベクトル ul の要素は式（26）におけるベクトル q を用いて

（42）
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として求められる。ここで、γ =p+N1－n+1、n=1, 2, … , (N+1) 。更に、式（40）の中のベクトル v は

（43）

と求められる。ここで、

vlm の要素は数値積分

（44）

の計算によって求められる。ここで、

（45）

最後に、式（27）の中の3番目の項

（46）

は定数となる。

以上で得られた J1 (a) , J2 (a) と J3 を一緒にまとめると、式（27）の誤差関数は係数ベクトル a の関数として以下の様に

求められる。

（47）

誤差関数 J (a)を最小化するため、 J (a)の係数ベクトル a に関する偏微分を求め、それを0とする。

（48）

従って、

（49）

行列 P と Ω はそれぞれハンケル行列と対称トエプリッツ行列であることから、

よって、
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（50）

式（50）を式（49）に代入すれば、行列方程式

（51）

が得られる。上式から係数ベクトル a の最適解は

（52）

と求まる。更に、クロネッカ積の性質 [25]

より、

（53）

が求まる。しかし、行列 P と Ω の逆行列の直接計算は行列の条件数（condition number）が大きいとき、数値的不安
定な解をもたらす恐れがあるので、有効な対策を施さなければならない。

行列 P と Ω は正定行列なので、Cholesky分解を用いれば以下のように分解できる。

（54）

ここで、行列 R と S は上三角行列である。式（54）から行列 P と Ωの逆行列は

（55）

となる。行列 R と S はの条件数は行列 P と Ωの条件数より小さいため、式（55）による行列行列 P と Ωの逆行列の計
算はある程度数値不安定問題を避けることができる。

式（55）を式（53）に代入して、クロネッカ積の性質（21）を用いれば、係数ベクトル a の閉じた形の

最適解は以下のように求められる。

（56）

ここで注意すべきことは式（56）の中の最後のグループ分けが安定な数値解を保証する意味で非常に重要である。最適

な係数ベクトル a が求まったら、式（6）における係数行列 A を式（7）の逆順で求めることができる。

3 設計例
本節では、文献 [21] と同じ設計例を用いて本研究で提案した離散化を必要としないVFDフィルタの設計法の有効性

を実証する。

設計仕様：次式で定義される可変周波数応答の最大絶対値誤差

（57）

が ω ∈ [0, 0.9 π] ,  P∈ [－0.5, 0.5] の範囲で-100dBを超えないように最適VFDフィルタの最低次数を決定すること。こ
こで、

（58）

従来の設計法と比べるため、我々は文献 [21] の設計法と本設計法を用いて設計を行った。計算機シミュレーションに

おいて、もし設計パラメータ

（59）
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と設定すれば、本設計法は上記の設計仕様を満たす設計結果を得ることができる。本設計法と文献 [21] の方法を比較

するため、周波数応答の最大誤差（57）と平均自乗誤差

（60）

を用いる。また、設計に要する計算量（計算の複雑度））を比較するため、Flop（FLoating OPeration）数を用いるこ

とにする。文献 [21] の設計法による設計では、周波数 ω ∈ [0, 0.9 π] と非整数遅延 P∈ [－0.5, 0.5] の離散化を必要とす
るため、離散化の密度が高くなるにつれ、設計に要する計算量が著しく増加する。その意味で設計者は設計精度と計算

量のトレードオフ（trade-off）を折中しなければならない。本報告では、周波数 ω ∈ [0, 0.9π] の離散点と非整数遅延 P

∈ [－0.5, 0.5] の離散点はそれぞれ 6 (N+1) と 6 (K+1) とする。
表1に2つの設計法による設計結果をまとめてある。表1から分かるように、設計パラメータを上記のように設定すれ

ば、本設計法による設計結果は要求された設計仕様を満足する。この場合の可変周波数応答の最大絶対値誤差は－

100.3683dBであり、設計仕様の－100dBを超えていない。一方、文献 [21] の設計法による可変周波数応答の最大絶対値

誤差は－99.9208dBなので、設計仕様の－100dBを超えている。更に、計算量からみると、本設計法は文献 [21] の場合

のFlop数の5.58%しか要しないため、大幅に計算量を削減できた。

図1は式（58）によって定義される可変周波数応答の絶対値誤差（dB）を示しており、図2はω ∈ [0, 0.9π] とP∈ [－0.5,
0.5] の範囲での可変非整数遅延を示している。図2から分かるように、設計したVFDフィルタの非整数応答は極めて平

坦である。また、図3は可変非整数遅延誤差の絶対値を示し、最大誤差は0.0013となっている。

文献 [21] の設計法と比べ、本設計法は設計の過程で周波数 ω と非整数遅延 p の離散化を必要としないため、設計に

要する計算量を大幅に削減できた上、設計精度の向上も実現できた。以上の高い精度の設計を得るため、前節で述べた

対策で数値不安定問題の解決が不可欠である。その理由としては、行列 P と行列 Ω の条件数は次数 K と N の増加に

従って大きくなり、逆行列の直接計算は数値不安定問題をもたらすからである。表2と表3は行列 P と行列 Ω の条件数
と次数 K と N の関係を示している。

図4は式（53）による直接計算の場合の可変周波数応答の絶対値誤差を示している。明らかに、図4と図1は大きく異な

る。図4の場合の最大絶対値誤差は－71.4424dBなので、設計仕様の－100dBを上回り、設計仕様を満足できなかった。

従って、Cholesky分解に基づく最適解（56）は安定な数値解を得るために非常に重要である。
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表1 設計誤差と計算量の比較

表2 行列Pの条件数とKの関係

表3 行列Ωの条件数とNの関係
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図1 可変周波数応答の絶対値誤差

図2 可変非整数遅延応答

図3 可変非整数遅延の絶対値誤差



4 まとめ

本報告では、我々はVFDフィルタの設計において周波数と非整数遅延の離散化を必要としない最適設計法を提案し、

設計例を用いて本設計法の有効性を実証した。本設計法は周波数 ω と非整数遅延 p の離散化を必要としないため、設

計に要する計算量を大幅に減らすことができ、文献 [21] の設計法より高い精度の設計を実現できた。これからは1次元

VFDフィルタの設計法を2次元に拡張して、画像の高精度補間への応用に関する研究を続けて行きたい。
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