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本研究では、楕円曲線上の離散対数問題について考察した。楕円曲線は、代数幾何や数論の分野で活発に研究されて

いる。最近では素因数分解［11］、素数判定［３］に関するアルゴリズムや、公開鍵暗号の構成［14、9］などに使われ

ている。特に、楕円曲線上の離散対数問題の困難さに安全性の根拠をおく楕円曲線暗号は、ここ数年注目されている。

E/Fqを Weierstrass 方程式：

y2+a1xy+a3y=x3+a2x
2+a4x+a6（a1、a2、a3、a4、a6∈Fq） （１）

（ここで、Fq は q 個の元からなる有限体とし、q=pm、p は素数、m≧１とする）によって与えられる楕円曲線とする。

E/Fq 上の離散対数問題とは、P∈E（Fq）、R∈＜P＞が与えられた時、 となる０≦ l ≦n－1 を

見い

出す問題である。ここで n は、有限巡回群＜P＞の位数とする。

本研究を通じ、E/Fqおよび体 K に対して、E（K）：＝｛（x、y）∈K×K¦（x、y）は（１）を満足する｝∪｛O｝と定義する。

また、 を Fq の代数的閉包とした時、E：＝E（ ）には O を単位元とするようなアーベル群の構造が入ることが知

られている［21］。

楕円曲線暗号が従来の方式に比べて受け入れられている主な理由は、F*q 上の離散対数問題が高々 log q の準指数時

間で解かれるのに対し、E/Fq 上の離散対数問題は一般に log q の指数時間が必要であると信じられていることである

（V. Miller［14］ 、 J. Silverman 、 J. Suzuki［21］）。言い換えると、楕円曲線暗号は鍵の長さがより短くても従来のも

のと同程度の安全性をもつことができる。この性質は、カードシステムのような、メモリーや演算能力に制限があるよ

うな状況において応用上大変重要である。

しかしながら、いくつかの特別な場合に関しては、巡回群＜P＞から Fq または F*qk（Fqk は Fq の適当な拡大体）

へのlog qの多項式時間で実行可能な単射準同型を考えることにより、離散対数問題は有限体上のそれと同程度の困難

さをもつことになる（超楕円曲線暗号に対する攻撃に関しては L. Adleman、 J. DeMarrais、 M. Huang が、ある仮定

のもと次のようなヒューリスティックな結論を得ている。すなわち log p≦（２g+１）0.98 を満たす十分大きな種数 g と

奇素数 p に対しては Fp 上の超楕円曲線の Jacobian の有理点からなる群の離散対数問題が log pの準指数時間で解け

る。詳細については［１］を参照されたい）。

加法群としての Fq への帰着に関しては、anomalousな楕円曲線（すなわち q＝p で＃E（Fp）＝p となる）の場合も

しくはその単純な一般化の場合が解決されている（ ［20］、［23］、［17］）。（位数 n の巡回群 G での離散対数問題を

解くことは、本質的には G と Zn
1 の間の同型写像を計算することと同値である。）

他方 F*qk への帰着に関しては、A. Menezes、 T. Okamoto、 S. Vanstone［12］により超特異楕円曲線（すなわち

t：＝q＋１－＃E（Fq）とした時 p│t となる）の場合に適用できる MOV 帰着2 が提案された。言い換えると、超特

異楕円曲線に対しては、 E/Fq での離散対数問題は、ある k に対して F*qk での離散対数問題に帰着され、これは log

q の準指数時間で解くことができる（結果として、ここで得られた離散対数問題は F*qk 上のそれに相応し、入力サイ

FqFq

R=lP：=P＋P＋…＋P
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1 本研究では、 Z/nZ を Zn と略記している。

2 本研究において、``MOV 帰着’’で楕円曲線上の離散対数問題から有限体の乗法群上の離散対数問題までの変換部分を指す。

また、``MOV アルゴリズム’’で変換部分、及び変換後の有限体上の離散対数問題を解くことを指す。



ズは k 倍となる）。この場合、k の値は E［n］＝｛T∈E│nT＝O｝としたとき、E［n］⊂E（Fqk）をみたす正整

数となる。Menezes、Okamoto、Vanstone は 文献［12］の中で、もし E/Fq が超特異楕円曲線ならばそのような k は

高々６を考えればよく、Weil pairing［21］en（P、Q）が F*qk の位数 n の元となるような Q∈E［n］が log qの確

率的多項式時間アルゴリズムで得られることを示した。

F*qk への帰着に関して MOV 帰着が提案された後、G. Frey と H. R ck［７］は Tate pairing を基にした単射準同

型を提案した（FR 帰着3）。すなわち、FR 帰着は n│q－1 の場合に適用でき、さらに n q－１の場合にも定義体 Fq

を F*qk に拡大することによって適用できる。この場合の k は n│qk－１を満たす最小の正整数を考えればよく、

MOV と同様 離散対数問題の入力サイズは k 倍となる。しかし、文献［７］では基本的概念の記述のみにとどまって

いる。

また、簡単な考察から、FR 帰着の適用条件が MOV 帰着の適用条件を含んでいることを示すことができる。実際

R. Schoof［18］によって、もし p n ならば E［n］⊂E（F*qk）であることと、n│qk－１および他２つの条件と同値

であることが示されている（4.1 節）。

本研究では、E［n］⊂E（F*qk）（k はある正整数）を満たすまで定義体を拡大し、ある種の非超特異楕円曲線に適用

できるような MOV 帰着の具体的実現方法を提案する（２節）。現在まで、一般の非超特異楕円曲線に対しては、 en

（P、Q）が 位数 n の元となる Q∈E［n］を効率的に見つけるアルゴリズムが提案されていないので、この内容は必ず

しも自明ではなかった。

我々は、全ての非超特異楕円曲線とまではいかないが、ある条件のもとで、MOV 帰着を実現するための具体的なア

ルゴリズムを提案する。すなわち、

E（Fq） Zn1 Zn2、E［n］⊂E（Fqk）、 E（Fqk） Zc1n Zc2n

（n2│n1 かつ c2│c1）としたとき、c2n│c1 でない限り、MOV 帰着が成功する Q∈E［n］を容易に見い出せることを

示す。

他方、最近 R. Balasubramanian、 N. Koblitz［５］によって、n が素数で n qかつ p n－１の場合には、E［n］⊂

E（Fqk）であることと n│qk－１は同値であることが示されている。

以上のことから、n が素数の時、

1．n│q－１

以外に、

2．E［n］⊂E（Fqk）、c2n│c1
の場合にも FR 帰着が適用でき、MOV 帰着が適用できない可能性がある。

次に、FR 帰着の詳細なアルゴリズムを提案し、その計算量的な性質を解析する。また多数の実際規模にわたって、

FR 帰着の実装を行う（３節）。 さらに、帰着の適用条件、 効率性に関して、MOV 帰着との比較を検討する（4節）。

その結果、どのような場合においても FR 帰着はMOV 帰着より優れているという結論を得る。

本研究を通じ、議論を簡単にするために、以下の条件を仮定する：

１．＜P＞の位数 n は素数

もし、n＝Πipi
ei が合成数であれば、問題は各 i に対して R＝lP となる l mod pi を見つけることに帰着される。こ

の時、 Pohlig‐Hellman のアルゴリズム［16］より全ての i に対して、l mod pi
ei を求めることができ、中国人剰余定

理を用いて l mod n が得られる。

さらに、一般性を失うことなく、以下の２条件を仮定する。

２．p t（非超特異性）

３．n≠p（非 anomalous 性）

上記２条件が成立する場合に関しては、離散対数問題は log q の多項式時間でそれぞれ F*qk、Fq 上の離散対数問題

に帰着される。

1 非超特異楕円曲線に対するMOV帰着の実現
（Weil pairing の定義と基本的な性質は、［21］、［12］、［13］を参照されたい。）

MOV アルゴリズムの概要は以下のように述べることができる（文献［12］または［13］の71ページ）。

～ ≦～ ≦

uё
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3 本研究において、“FR帰着”で楕円曲線上の離散対数問題から有限体の乗法群上の離散対数問題までの変換部分を指す。また、

“FRアルゴリズム”で変換部分、及び変換後の有限体上の離散対数問題を解くことを指す。



アルゴリズム1

Input：位数 n の元 P∈E（Fq）、 R∈＜P＞

Output：R＝lP を満たす 整数 l

Step１：E［n］⊂E（Fqk）を満たす最小の正整数 k を求める。

Step２：α＝en（P、Q）の位数が n となる Q∈E［n］を見い出す。

Step３：β＝en（R、Q）を計算する。

Step４：F*qk において、αを底とするβの離散対数問題を解き、l を求める。

（Weil pairing の計算過程については、［12］、［13］を参照されたい。）

着想は、E［n］⊂E（Fqk）となる k に対して、定義体 Fq からFqk に拡大することである。μn を１の n 乗根から

なる群、en：E［n］×E［n］→μn を Weil pairing（ ［12］、［13］、［21］、Q ∈E［n］を en（P、Q）が１の原始 n

乗根となる元とする。この時、Weil pairing の性質より、μn⊂F*qk が成り立つ。ゆえに、S en（S、Q）で定義さ

れた群の同型写像＜P＞→μn は、単射準同型＜P＞→F*qk を与える（［12］、［13］）。

任意の E/Fq に対して、E（Fq） Zn1 Zn2、n2│n1 を満たす対（n1、n2）が存在することが知られている（［12］、

［13］）。 また、E/Fq が 超特異ならば、E［n1］⊂E（Fqk）を満たす最小の k まで定義体 Fq を拡大したとき、

1．k の値は高々６であり、

2．E（Fqk） Zcn1 Zcn1 が成り立つ。

ここで、 k 及び c の値は後述するように、超特異楕円曲線に対する MOV アルゴリズムの具体的実現において大変

重要である。さらに、文献［12］では、超特異楕円曲線に関する次の事実を利用することで後述するアルゴリズム１’

を具体的に構成している。

1．超特異楕円曲線は６個の類にわけられる。

2．k と c の値はその類によって一意的に決定される。そして、

3．その類は E の q 乗 Frobenius 写象のトレース t＝q＋1－♯E（Fq）の値から計算される。

以上の事実から超特異楕円曲線に対しては、次のアルゴリズムが提案されている（［12］、［13］）。

［アルゴリズム１’］

Input：位数 n の元 P∈E（Fq）、R∈＜P＞

Output：R＝lP を満たす 整数 l

Step１：E［n1］⊂E（Fqk）を満たす最小の正整数 k を求める（この k は超特異楕円曲線の類により決定される）。

Step２：Q’∈E（Fqk）をランダムに選び、Q＝［cn1/n］Q’とする（この c は超特異楕円曲線の類により決定される）。

Step３：α＝en（P、Q）およびβ= en（R、Q）を計算する。

Step４：F*qk において、αを底とするβの離散対数問題を解き、l ’を求める。

Step５：l ’P＝R が成り立つかどうか確認する。もし成り立てば、l＝l ’。 そうでなければ、Step２ へ戻る。

ここで、アルゴリズム１’はアルゴリズム１と若干、形式は異なるが、本質的には同じ内容のものである。ただし、

アルゴリズム１’のStep２では、E［n］⊂E（Fqk）となる最小の k ではなく、E［n1］ ⊂E（Fqk）を満たす最小の k

をとっている。（このとき、n│n1 より E［n］⊂E［n1］⊂E（Fqk）。）一般に、後者の k の方が前者のそれよりも大

きくなるのが普通であるが、それでも上述したように k は高々６でおさまる。むしろ、注目すべきは、E［n］の元 Q

の求め方であり、アルゴリズム１’のStep １～５の後、確率 1－1/n（もし n が合成数ならばφ（n）/n）で正しい l を

得ることができる。n は大きいので、平均試行回数は限りなく１に近い。

本研究では、非超特異楕円曲線を考察しているので、上記の方法を使うことはできない。まず、E［n］⊂E（Fqk）

をみたすまで定義体 Fq を拡大する。具体的な k の値に関しては、4.1節で詳しく述べる。ここでは、非超特異の場合

の元Q∈E［n］の求め方を、超特異の場合にとられていた方法を基に次のように考えてみる。

E（Fqk） Zc1n Zc2n（c2│c1）と表したとき、c1/c2＝ner、e≧０、（n、r）＝１となる対（e、r）をとる。ただし、

c1、 c2 の値は、一般の楕円曲線の場合には以下のようにして求めることができる。
1．Schoof のアルゴリズム［19］またはその改良法（例えば［６、２］）を用いて、♯E（Fq）を計算する。

2．Weil の定理［12］［13］を用いて♯E（Fq）から♯E（Fqk）を計算する。

3．♯E（Fqk）を因数分解する。

4．Miller のアルゴリズム［15］を用いて E（Fqk） Zn’1 Zn’2 となる n’1 、n’2 を見つける。

5．このとき、c1＝n’1/n、c2=n’2/n

そして、非超特異楕円曲線に対して、アルゴリズム１のStep２の詳細として、以下の方法を提案する。

Step2‐1：Q’∈ E（Fqk）をランダムに選ぶ。

Step2‐2：Q＝［c1n/ne＋1］Q’∈E［ne＋1］∩E（Fqk）とする。

Step2‐3：もし Q E［n］（すなわち nQ≠O）ならば、Step2‐1に戻る。∈ /

～ ≦

～ ≦

～ ≦

～ ≦

→ 
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Step2‐4：α＝en（P、Q）を計算する。 もしα＝１ならば Step2‐1に戻る。

この方法での考え方は、超特異な場合の拡張になっていることに注意する。すなわち、e=０かつ r=１のときが超特
異の場合に相当する。また、もし e=０ならば、Step2‐3は省略できることにも注意する。実際には、計算量的観点か
ら、この提案方法が有効に機能するのは、 e=０のときに限ることが以下の定理からわかる。
定理１Step2‐2で得られた Q∈E［ne＋1］∩E（Fqk）が、Q∈E［n］かつ en（P、Q）≠１となる確率は （1－ ）

である。

証明：次の写像を考える：

f：E（Fqk）→E（Fqk）、f（Q）＝［c1n/ne＋1］Q

この時、E（Fqk） Zc1n Zc2n なので、f の像は Zne＋1 Zn と同型となる。Ωを Q∈En かつ en（P、Q）≠１となる

Q からなる集合とする。Weil pairing の性質から、en（P、Q）＝１であることは、Q∈＜P＞であることと同値である（

［12］、 ［13］）。ゆえに、♯Ω＝n2－nとなる。
したがって、Step2‐1で Q’∈E（Fqk）がランダムに選ばれれば、 成功する確率は、以下で得られる。

系１アルゴリズム１のStep2‐1で、Q’∈E（Fqk）をランダムに選ぶ回数の期待値は である。

証明：Kac の補題［８］より、期待値は定理１で得られた確率 （1－ ）の逆数である。

n=O（q）のとき、このことはもし e≧１ならば、Step2‐3

は平均して log q の指数時間かかることを意味する。

MOV 帰着が適用できるまで体を拡大した後、c2n│c1 であるならば、この提案方式によるMOV 帰着はあきらめな
ければならない。そのような確率は小さいかもしれないし、また今後そのような場合でも別の方法で扱うことができる

かもしれない。しかしながら、非超特異楕円曲線に対する MOV 帰着を実現するためには、更なる計算が必要である。

すなわち、E［n］⊂E（Fqk）、c2n c1 の時でさえも Step2‐3 における c1n/ne＋1 の値が必要であり、そのためには

＃E（Fq）の計算、＃E（Fqk）の因数分解、および E（Fqk）の群構造（c1n、c2n）の計算などが要求される。

2 FR 帰着の実装

FR 帰着の実現法を考察する。この章では、ある k に対して K＝Fqk とする。

2.1 FR 帰着の概要

Div（E）を E の因子群、D＝ nP（P）∈Div（E）に対して supp（D）：＝｛P∈E：nP≠０｝とする。この時、E

は K 上定義されているので、Galois 群 G /K は Div（E）に以下のようにして作用する：D＝ΣP∈EnP（P）∈Div（E）、

σ∈G /K に対して、Dσ＝ nP（Pσ）。もし全てのσ∈G /K に対して Dσ＝D を満たすならば、D∈Div（E）は K

上定義されているといい、そのような元からなる集合を DivK（E）と書くことにする。また、 （E）*で常には 0 でない

E 上の 係数の有理関数体を表す。E 上の有理関数 f＝f 1/f 2∈ （E）*（f 2≠０）に対する因子 div（ f ）を

div（ f ）＝ （ordP（ f ））（P）

で与え、主因子という。ここで、ordP（ f ）＝ordP（ f 1）－ordP（ f 2）とし、ordP（ f 1）、ordP（ f 2）はそれぞれ、P

∈E における f 1、 f 2の零点の位数とする。そして、因子の次数を deg（D）：＝ΣnP で定義し、Div 0（E）：＝｛D∈Div

（E）│deg（D）＝０}とするとこれは Div（E） の部分群をなす。さらに、主因子からなる集合を Prin（E）と書くこ

とにすると、これは Div 0（E）の部分群となる。ここで、次の全射準同型写像を定義する。

Σ
P∈E

－K－K

－K

－KΣ
P∈E

－K

－K

Σ
P∈E

１ ─  n
１ ─  ne

ne＋1 
──＝ne
n－1

～ ～ 

～ ≦

１ ─  n
１ ─ ne
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＃Kerf×＃Ω 
＃E（Fqk） 

＝ ＝ 
ne＋1×n
c1n×c2n×（n2－n） 

c1n×c2n
１ １ 
ne n
（1－ ） 

1/［ １ ─  ne
１ ─  n

ne＋1 
──n－1（1－ ）＝   ne＋1 
──n－1）＝ ］



Div 0（E）→Pic0（E）：＝Div 0（E）/Prin（E）、D

そして、２因子 D1、D2のこの写像による像が同じならば（すなわち 1＝ 2in Pic0（E））、D1～D2と書く。さらに、

PicK
0（E）を K 上定義された からなる Pic0（E）の部分群とし、PicK

0（E）n：＝｛ ∈PicK
0（E）│n ＝０｝とする。

A を、 ∈PicK
0（E）n となる因子とし、B＝Σiai（Qi）∈DivK

0（E）を supp（A）∩supp（B）＝φを満たすものと

する。nA～０なので div（fA）＝nA となる fA∈ （E）*が存在する［21］。このとき、fA（B）を fA（B）：＝Πi fA（Qi）
ai で定義する。

Frey-R ck［７］は、以下の結果を証明している。

命題１（［７］）もし n│qk－１ならば、｛ 、 ｝0、n：＝fA（B）は、非退化双一次形式

｛ ,  ｝0、n：PicK
0（E）n×PicK

0（E）/nPicK
0（E）→K*/（K*）n

を与える。

pairing｛ ,  ｝0、n は Tate pairing の変種であるということができる。（［７］、［24］）また、楕円曲線の場合は、［21］の

278ページも参照されたい。 以降 pairing｛ ,  ｝0、n を FR pairing とよぶことにする。

注意１本研究では、楕円曲線の場合を考えているため、同型写像

E（K）→PicK
0（E）、Q （Q）－（O）

によって（［21］）、E（K）とPicK
0（E）を同一視して考えることにし、（Q）－（O）を と書くことにする。このとき、

PicK
0（E）n、PicK

0（E）/nPicK
0（E）はそれぞれ E（K）［n］：＝E［n］∩E（K）、E（K）/nE（K）と同一視すること

ができる。

注意２μn を１の n乗根からなる K*の部分群とする。このとき、α α によって定義された準同型写象 K* →K*に

よって K*/（K*）n μn⊂K* が得られる。また、pairing｛ ,  ｝0、n の非退化性より｛ 、 ｝0、nが１の原始 n 乗根とな
る Q∈E（K）が存在する。ゆえに、S ｛ 、 ｝0、nによって与えられる同型写象 ＜P＞ μn は、単射準同型＜

P＞ →F*qk を与える。

2.2 FR 帰着の実現方法

文献［７］の内容は、一般の曲線を扱っており、数学的でむしろ複雑である。それゆえ、実現に関する結果について

は報告がなされていない。ここでは、楕円曲線に限定しているので議論が簡潔になる。本研究では、楕円曲線の場合の

実現を以下のように考える。ここで、FR pairingは K＝Fqk（ただし、k は n│qk－１を満たす最小の正整数）上で実

行される。

アルゴリズム２

Input：位数 nの元 P∈E（Fq）、R∈＜P＞

Output：R＝lP を満たす整数 l

Step１：n│qk－１を満たす最小の正整数 k を求める。このとき K＝Fqk となる。

Step２：S、T∈E（K）をランダムに選ぶ。4

Step３：div（f）＝n（（P）－（O））となる f∈K（E）* を求め、α＝f（S）/f（T）を計算する。

Step４：γ＝α を計算する。 もしγ＝１ならば、Step２ へ戻る。

Step５：div（g）＝n（（R）－（O））となる g∈K（E）* を求め、β＝g（S）/g（T）、δ=β を計算する。

Step６：F*qk 上での離散対数問題δ＝γl を解く。

実現は、むしろ単純である。概念上の考察については［７］で述べられており、FR 帰着（アルゴリズム２の Steps

２‐５）の計算量は k log q の確率的多項式時間であると見積もられている。以下では実際に提案されたアルゴリズム

における各 Step（Steps２‐５）での計算量を評価すると共に、各 Step について多少補足する。ここで、計算量は通

常の乗法を用いて評価を行う。つまり、２つの N ビットの元の乗法に必要な計算量は O（N2）と仮定して考える。

Step２については、K の元 x＝a を選び（１）式に代入する。この時、y についての２次方程式が K で解をもつか

を調べる。解をもつ確率は約1/2である。もし解をもてば、その２次方程式を解く。２次方程式を解くための計算量は、

平均実行時間 O（（log qk）3）＝O（k3（log q）3）かかる（詳細については、例えば［４］、［10］を参照されたい）。

qk－1 
─── 
   n

qk－1 
─── 
   n

→ 
qk－1 
─── 
   n－Q－P～ ≦

qk－1 
─── 
   n－Q－P～ ≦

qk－1 
─── 
   n→ 

－Q
→ 

－B－A

uё

－K

－A

－D－D－D

－D－D

－D→ 
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4 T を E（K）からランダムにとらず kP（kP≠O、 P、 R）と決めてもよい。



Step３については、主因子から関数 f ∈ （E）*を求める標準的方法がある（例えば文献［13］の63‐64ページ）。基

本的には、以下の手順で行う。

１.div（f）＝Σiai（（Pi）－（O））と表す。

２.各 i に対して、以下を満たす Pi’∈E、fi∈ （E）*を計算する。

ai（（Pi）－（O））＝（Pi’）－（O）＋div（fi）

３.全ての i に対して、（Pi’）－（O）+div（fi）を足し合わせる。

ここで、以下の方法により因子を足し合わせることができる。すなわち２因子 D、D’ が P、P’∈E、f、f’∈

（E）*を用いて

D＝（P）－（O）＋div（f）、D’＝（P’）－（O）＋div（f’）

と表せるとき、その和 D＋D’は

D＋D’＝（P＋P’）－（O）＋div（ff’g）

と計算できる。ここで、g＝l/v で、l を P、P’を通る直線、v を P＋P’を通る垂直線とした（特に、P’＝－P の時、

v ≡１）。前述の f、f、g に、S、T をそれぞれ代入し、それをかけあわせることでα＝f（S）/f（T）が得られ、また、

上記の因子の足し合わせは Fqk 上の演算を O（log n）回行われることになる。したがって、この Step の計算量は、
O（（log qk）2）×O（log n）＝O（k2（log q）3）となる。また、Q：＝S－T∈E（K）としたとき、

（S）－（T）＝（Q＋T）－（T）～（Q）－（O）

より、この Step では｛ 、 ｝0、n を計算することを意味している。

Step４については、まずγ＝α の計算量は、O（log ）×O（（log qk）2）＝O（k3（log q）3）となる。さらに全体

のStep を計算する時間を調べるためには、Step２に戻る確率を評価しなければならない。つまり、Step２でランダム

に選んだ S、T に対して上述したように Q＝S－T∈E（K）としたとき5、｛ 、 ｝0、n が K*/（K*）nの生成元となる

確率を評価する必要がある。そのために以下の定理を証明する。

定理２k は n│qk－１を満たす最小の正整数とする。（この場合 K＝Fqk となる。）このとき、Step４から Step２に戻

る確率は１/nである。
証明：E（K） Zn1 Zn2、n2│n1、E［n］ Zn Znと書ける。ゆえに、

また、FR pairingの非退化性より

ここで、２つの場合に分けて考える。

１. E［n］ E（K）、すなわち n n2 の場合。Q∈E（K）をランダムに選ぶとき、｛ 、 ｝0、n （K*）n となる

確率は、

となる。

２. E［n］⊂E（K）すなわち n│n2 の場合。T：＝｛Q∈E（K）/nE（K）│｛ 、 ｝0、n （K*）n ｝とおく。このと

き、♯T＝n2－n となる。写像ψ：E（K）→E（K）/nE（K）はアーベル群の準同型なので、S∈E（K）をランダム

∈ /－Q－P

∈ /－Q－P⊂/

～ ≦～ ≦

－Q－P

qk－1 
─── 
   n

qk－1 
─── 
   n

－Q－P

－K

－K

－K
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E（K）［n］ ～ ≦｛ Zn　Zn（n│n2） 

Zn　 （n n2） 

E（K）/nE（K） ～ ≦｛ Zn　Zn（n│n2） 

Zn　 （n n2） 

5 S、Tをランダムに選んだとき、Q=S‐T も E（K）からランダムに選んだことになるのは、簡単な確率計算で確認できる。

＃E（K）－＃nE（K） 
──────── 
　　＃E（K） 

n1n2－n1n2/n 
─────── 
　　n1n2

＝ ＝ １－1/n



に選ぶとき、 ｛ 、 ｝0、n （K*）n となる確率は、

となる。

注意３例えば条件 n2 ♯E（Fq）のもとでは、E（Fq）には位数 n2 の元が存在しないので、P nE（Fq）となる。

ゆえにもし n│q－1 ならば FR pairing の非退化性より、｛ 、 ｝0、n （K*）n となる。したがって、この場合はラ

ンダムに Q∈E（Fq）をとる必要はなく、Q：＝P とすることで、確率１で FR 帰着が成功する。この場合、S、T の

取り方について言えば、アルゴリズム２のStep２において、ランダムに T ∈E（K）（T≠P、－P、O）を選び、S に

対しては、 S：＝T＋P とする。このとき、

（S）－（T）＝（T＋P）－（T）～（P）－（O）

より、 ＝（S）－（T）となる。

また、次の系は n q－1ならば Q を E（K）－E（Fq）から選ぶことで成功確率をもう少し良くできることを示してい

る。

系２ n q－1、n│qk－1とする（この場合 K＝E（Fqk）、k≧2となる）。このとき、Q を E（K）－E（Fq）からラン

ダムに選ぶとき、｛ 、 ｝0、n （K*）n となる確率は となる。特に、 のとき、確率は

１となる。

補題１記号の表記は系２と同様とする。もし n≧５ならば、任意の Q∈E（Fq）に対して Q＋kP≠P、Q＋kP≠O、

kP≠P、kP≠O を満たす k、２≦k≦n－１が存在する。
証明： まず、任意の k（2≦k≦n－1）に対して、kP≠O、P は明らか。

１.ある k について Q＋kP＝P とする。k≦n－２ならば、k として k＋1 を、また k＝n－１ならば、k として２を

とることにより、題意を満たすことができる。

２.ある k について Q＋kP＝O とする。このとき、Q＋（k＋1）P＝P なので、k≦n－２ならば先の議論に帰着できる。
また、k＝n－１ならば、k として２をとることにより、題意を満たすことができる。

系２の証明： まず、div（f）＝n（（P）－（O））とする（f∈Fq（E））。このとき、任意の Q∈E（Fq）に対して、 f（

）＝ ∈K*/（K*）n となる［証明：任意の Q∈E（Fq）をとり固定する。このとき、補題１で R＝kP とおくと

、∞を満たし、f、Q、R の取り方より f（Q＋R）、f（R）∈F*q。また、n│qk－1、n q－１より となるので、

F*q⊂（ K*）n が 得 ら れ る 。 ゆ え に 、 と な る 。 し た が っ て 、 f（ ） の 定 義 よ

り、 。

ここで、T、ψを定理２の証明で用いたものとする。このとき、前半の議論からψ－1（T）∩E（Fq）＝φよりψ│：E

（K）－E（Fq）→T が全射である。従って Q を E（K）－E（Fq）からランダムに選ぶとき、｛ 、 ｝0、n （K*）nとな

る確率は、

特に、確率１となるのは、 のときで、つまり の場合である。

n は、相当大きいと仮定しているので、

Step４からStep２へ戻る確率は非常に少ないことが分かる。

＃E（K） 
──── 
＃E（Fq） 

＝n　　＃E（K） 
──────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

1 
─ 
n

（1－ ）－1

∈ /－Q－P

f（Q＋R） 
──── 
　f（R） f（ ）：＝－Q ＝ －1∈K*/（K*）n］

－Qf（Q＋R） 
──── 
　f（R） ∈Fq*⊂（K*）n

qk－1
─── 
 q－1n│ 

f（Q＋R） 
──── 
　f（R） ≠0

－1

－Q

＃E（K） 
──── 
＃E（Fq） 
＝n

　　 ＃E（K） 
──────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

1 
─ 
n（1－ （＞1－ ） 

1 
─ 
n）∈ /－Q－P

－P

∈ /－P－P

∈ /

∈ /－Q－P
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＃ψ－1（T） 
────── 
　＃E（K） 

（n1n2/n2）（n2－n） 
───────── 
　　　n1n2

＃Ker（ψ）×＃T
───────── 
　　＃E（K） 

＝ 

＝ 

＝ 1－1/n

＃（ψ│）－1（T） 
──────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

　　＃E（K） 
──────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

1 
─ 
n

＃Ker（ψ）×＃T 
───────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

　 ＃ψ－1（T） 
───────── 
＃E（K）－＃E（Fq） 

＝ 

＝ 
（＃E（K）/n2）（n2－n） 
─────────── 
　＃E（K）－＃E（Fq） 

＝ 

＝ （1－ ） 



Step５については、Step３、 Step４と同様の操作をおこなっているので、計算量は O（k3（log q）3）となる。

以上の考察から、FR 帰着（アルゴリズム２のStep2‐5まで）の平均実行時間を計算すると、O（k3 log3q）となる。

以下では、現実の問題に際して、どの Step の計算に時間がかかるかを、大規模な実装データに基づいて考察する。

2.3 実装

本研究では、以下の４個の場合を含め、幾つかの実装に関する実験を行った。ハードウェアは Pentium 75MHz

（SONY Quarter L、QL-50NX、the second cashe capacity：256kB）による。

例１、例２では、FR 帰着のアルゴリズムを特にトレース２の楕円曲線に対して実行する。

例１（トレースが２の楕円曲線、すなわち＃E（Fp）＝p－1）曲線 E/Fp：y2＝x3＋ax＋b、位数が n の生成元 P＝（x0、

y0）∈E（Fp）、R＝［l］P＝（x1、y1）を以下で与える。

p＝23305425500899（２進表記で45桁、p－1＝2×32×11378692）、a＝13079575536215、b＝951241857177、

n＝1137869、x0＝17662927853004、y0＝1766549410280、x1＝2072411881257、y1＝5560421985272

この時、以下の手順で FR 帰着を実行する。

１）S、T ∈E（Fp）をランダムに選ぶ。

S＝（x2、y2）、x2＝6547445868887、y2＝15268497365638

T＝（x3、y3）、x3＝21607570403474、y3＝17017092706263

計算時間：21sec

２）FR pairing を計算する。

div（f）＝n（（P）－（O））、div（g）＝n（（R）－（O））、D＝（S）－（T）としたとき、

｛ 、 ｝0、n＝ ＝10524302872489

｛ 、 ｝0、n＝ ＝20741597863959

（ ） ＝6517708164097

（ ） ＝14903993396317

計算時間：

f（S）の計算：99 sec

f（T）の計算：99 sec

g（S）の計算：101 sec

g（T）の計算：98 sec

（ ） の計算：０sec

（ ） の計算：０sec

３）F*p 上の離散対数問題

（6517708164097）l＝14903993396317   

を解き、l＝709658を得る。

例２（トレースが２の楕円曲線、すなわち＃E（Fp）＝p－1）曲線 E/Fp：y2＝x3＋ax＋b、位数が n の生成元 P＝(x0、

y0）∈E（Fp）、R＝［l］P＝（x1、y1）を以下で与える。

p＝93340306032025588917032364977153

（２進表記で107桁 p－1＝210×72×163×8473212×39869872）、

a＝71235469403697021051902688366816、

b＝47490312935798014034601792244544、

n=3986987、
x0＝10362409929965041614317835692463、

y0＝79529049191468905652172306035573、

x1＝15411349585423321468944221089888、

y1＝9416052907883278088782335830033     

この時、以下の手順でFR帰着を実行する。

１）S、T ∈E（Fp）をランダムに選ぶ。

S＝（x2、y2）、x2＝78183126653622965564444255681546、

y2＝78588945135854560800493672181265    

T＝（x3、y3）、x3＝58714658884321859706339658012314、

y3＝29352359294307548304481400079114    

p－1 
─── 

n
g（S）
── 
g（T）

p－1 
─── 

n
 f（S）
── 
f（T）

p－1 
─── 

n
g（S）
── 
g（T）

p－1 
─── 

n
 f（S）
── 
f（T）

g（S）
── 
g（T）

－D－R

 f（S）
── 
f（T）

－D－P
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計算時間：177 sec

２）FR pairing を計算する。

div（f）＝n（（P）－（O））、div（g）＝n（（R）－（O））、D＝（S）－（T）としたとき、

｛ 、 ｝0、n＝ ＝28089673702084922579189210362050

｛ 、 ｝0、n＝ ＝54538105615281807032380914744128

（ ） ＝86048548119736537511939909279595

（ ） ＝44179423723975173427344893182175

計算時間 :     

f（S）の計算：982 sec

f（T）の計算：996 sec

g（S）の計算：971 sec

g（T）の計算：968 sec

（ ） の計算：５sec

（ ） の計算：６sec

３）F*p 上の離散対数問題

（86048548119736537511939909279595l＝44179423723975173427344893182175を解き、l＝764009を得る。

例１、例２では拡大次数 k＝１なので、3.2節の最後に考察したように、FR 帰着の各 Step の計算量はいずれもO

（log3q）となり、特に平方根を求める計算量も無視できないはずであった。ところが例１、例２の実際の実装データで

は、pairing の計算量が全体の大部分をしめていることが分かる。

次の例３、例４では超特異楕円曲線に対して、FR 帰着および MOV 帰着を実行し、両者の実装データを比較してみ

る。

例３（超特異楕円曲線）曲線 E/Fp：y2＝x3＋ax＋b、位数が n の生成元 P＝（x0、y0）∈E（Fp）、R＝［l］P＝（x1、y1）

を以下で与える。

p＝23305425500899（２進表記で45桁、p＋1＝22×52×29×1217×6603413）、

a＝1、b＝0、n＝6603413、
x0＝18414716422748、y0＝9607997424906、

x1＝22829488331658、y1＝15463570264423

今、E（Fp） Zp＋1、E（Fp
2） Zp＋1 Zp＋1なので［12］、２次拡大体 Fp2上で、FR 帰着および MOV 帰着を実行する。

ここで、Fp2 Fp［α］/ g（α）、 g（α）＝α2＋1とする。

（FR帰着）：１）S、T ∈E（Fp
2）をランダムに選ぶ。

S＝（x2、y2）、x2＝2α＋1、y2＝5082265331371

T＝（x3、y3）、x3＝12597365260456、y3＝7074814188341

計算時間：53 sec

２）FR pairing を計算する。

div（f）＝n（（P）－（O））、div（g）＝n（（R）－（O））、D＝（S）－（T）としたとき、

｛ 、 ｝0、n＝ ＝512914823171α＋6345799643121

｛ 、 ｝0、n＝ ＝2171013538342α＋5170682846849

（ ） ＝13658110482464α＋9714164225724

（ ） ＝6585153989459α＋21359314672278

計算時間：

f（S）の計算：238 sec

f（T）の計算：231 sec

g（S）の計算：235 sec

g（T）の計算：233 sec

（ ） の計算：４sec

（ ） の計算：４sec

３）Fp2*上の離散対数問題

（13658110482464α＋9714164225724）l

＝6585153989459α＋21359314672278

を解き、l＝4500974を得る。

 p2－1 
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   n

g（S）
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 p2－1 
─── 
   n

 f（S）
── 
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 p2－1 
─── 
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── 
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 p2－1 
─── 
   n

 f（S）
── 
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g（S）
── 
g（T）

－D－R

 f（S）
── 
f（T）
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～ ≦

～ ≦～ ≦

p－1 
─── 

n
g（S）
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p－1 
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n
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── 
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g（S）
── 
g（T）
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 f（S）
── 
f（T）

－D－P
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（MOV 帰着）：S、T は、FR 帰着の場合と同様とする。

１）位数 nの元 Q＝（x4、y4）=［ ］を計算する。

ここで、x4＝19767140138478α、

y4＝7558009608324α＋15747415892575

計算時間：Q の計算：69 sec

２）Weil pairing を計算する。

div（f）＝n（（P＋S）－（S））、div（g）＝n（（R＋S）－（S））、div（h）＝n（（Q＋T）－（T））としたとき、

en（P、Q）＝ ×

＝9647315018435α＋9714164225724

en（R、Q）＝ ×

＝16720271511440α＋21359314672278

計算時間：

f（Q＋T）の計算：250 sec

f（T）の計算：251 sec

h（S）の計算：255 sec

h（P＋S）の計算：256 sec

g（Q＋T）の計算：246 sec

g（T）の計算：248 sec

h（R＋S）の計算：260 sec

３）Fp2*上の離散対数問題

（9647315018435α＋9714164225724）l

＝16720271511440α＋21359314672278

を解き、l=4500974を得る。

例４（超特異楕円曲線）曲線 E/Fp：y2＝x3＋ax＋b、位数が n の生成元 P＝（x0、y0）∈E（Fp）、R＝［l］P＝（x1、y1）

を以下で与える。

p＝10202130657668293802865103277946942060930683196983

（２進表記で163桁、p＋1＝23×33×59×113×7084458733777404048453899025845195282548847）、

a＝－1、b＝0、

n＝7084458733777404048453899025845195282548847、
x0＝6361408431660145018472734964469918949727993631117、

y0＝222428572612516351526464210931959631877226149291、

x1＝1791400202383882094094972648523798358242766050148、

y1＝6662282879825452479945554028296857282243572635001

今、E（Fp） Z Z2、E（Fp2） Zp＋1 Zp＋1なので［12］、２次拡大体 Fp2上で、FR 帰着および MOV 帰着を実行す

る。ここで、Fp2 Fp［α］/g（α）、g（α）＝α2＋1とする。

（FR帰着）：１）S、T ∈E（Fp2）をランダムに選ぶ。

S＝（x2、y2）、

x2＝5、y2＝2785279641020018517947594885587158401374598752249α

T＝（x3、y3）、

x3＝3385306113851451711868938545058221186172597937436、

y3＝4986770654406953531745186184758026961048619598992

計算時間：2245 sec

２）FR pairing を計算する。

div（f）＝n（（P）－（O））、div（g）＝n（（R）－（O））、D＝（S）－（T）としたとき

｛ 、 ｝0、n＝

＝3533166625479465632799073949081211397797456268974α

＋4001496656282493042880656119736166996221452751615

｛ 、 ｝0、n＝

＝7618053821224285687383466174720252396501663499416α

＋5910267516953452268669659762088222325143176074230

g（S）
── 
g（T）

－D－R

 f（S）
── 
f（T）

－D－P

～ ≦

～ ≦ p＋1 
─── 
   2

～ ≦

　h（S） 
──── 
h（R＋S）

 g（Q＋T）
──── 
　g（T） 

　h（S） 
──── 
h（P＋S）

 f（Q＋T）
──── 
　f（T） 

 p＋1 
─── 
   n
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（ ）

＝5010350267319872795048848896836646242920060597592α

＋6845979045282387430745118341017487648956259367889、

（ ）

＝1354335315181821211682485365859218098755278877378α

＋8654410318384179317451981196322210287393432354847、

計算時間：

f（S）の計算 :  39667 sec

f（T）の計算：40023 sec

g（S）の計算：39634 sec

g（T）の計算：39646 sec

（ ） の計算：116 sec

（ ） の計算：136 sec

３）Fp2*上の離散対数問題

（5010350267319872795048848896836646242920060597592α

＋6845979045282387430745118341017487648956259367889）l

＝1354335315181821211682485365859218098755278877378α

＋8654410318384179317451981196322210287393432354847

を解き、l＝3882677356899000378261873813993378を得る。

（MOV帰着）：R、S は、FR 帰着の場合と同様とする。

１）位数 nの元 Q＝（x4、y4）＝［ ］S を計算する。ここで、

x4＝2686073998998561952934233204632904496418536385138、

y4＝7693683030135341554015734905157658084500223439095α

計算時間： Q の計算：1203 sec

２）Weil pairing を計算する。

div（f）＝n（（P＋S）－（S））、div（g）＝n（（R＋S）－（S））、div（h）＝n（（Q＋T）－（T））としたとき、

en（P、Q）＝ ×

＝5191780390348421007816254381110295818010622599391α

＋6845979045282387430745118341017487648956259367889

en（R、Q）＝ ×

＝8847795342486472591182617912087723962175404319605α

＋8654410318384179317451981196322210287393432354847

計算時間：

f（Q＋T）の計算：39972 sec

f（T）の計算：39720 sec

h（S）の計算：39626 sec  

h（P＋S）の計算：39850 sec

g（Q＋T）の計算：39992 sec

g（T）の計算：39956 sec

h（R＋S）の計算：39862 sec

３）Fp2*上の離散対数問題

（5191780390348421007816254381110295818010622599391α

＋6845979045282387430745118341017487648956259367889）l

＝8847795342486472591182617912087723962175404319605α

＋8654410318384179317451981196322210287393432354847

を解き、l＝3882677356899000378261873813993378を得る。

FR 帰着、MOV 帰着を上述のように実行するのに際して、ランダムな点はそれぞれ２個必要とされ、それを用いて

FR 帰着、MOV 帰着の pairing に必要な関数値の個数はそれぞれ４個、７個であった。実際の計算時間について考察

してみると、両者とも全体の計算のうち関数値の計算が大部分をしめていることがわかった。（表１）。

　h（S） 
──── 
 h（R＋S）

 g（Q＋T）
──── 
　g（T） 

　h（S） 
──── 
 h（P＋S）

 f（Q＋T）
──── 
　f（T） 

 p＋1 
─── 

n

 p2－1 
─── 
   n

g（S）
── 
g（T）

 p2－1 
─── 
   n

 f（S）
── 
f（T）

 p2－1 
─── 
   n

g（S）
── 
g（T）

 p2－1 
─── 
   n

 f（S）
── 
f（T）
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実装データおよび上述の考察から、FR 帰着、MOV 帰着を実行するのに際して、理論的には O（log3q）かかる Step

が他にあるにもかかわらず、実際には必要とする関数値の計算の負担が大きいことが分かる。したがって、FR、MOV

両帰着の全体の計算時間の比は、おおよそ必要な関数値の個数の比４：７になっていることがわかる。これは3.2節の

解析だけからでは得られなかった発見である。

3 MOV帰着と FR 帰着の比較

本研究では、ある種の非超特異楕円曲線に対する MOV 帰着の具体的な実現方法を提案した。また、FR 帰着を実現

する具体的なアルゴリズムを考察し、その実装を行った。ここでは、その２つの帰着の比較を検討する。

3.1 拡大次数について

MOV 帰着に関して、一般には、R. Schoof［18］による以下の群構造に関する事実が知られている。

命題２（［19］）次の２つの条件は同値である。

1. E [n]  ⊂ E (Fqk)

2. n｜qk－1,  n2｜# E (Fqk), かつ φ ∈ Z またはO ( )⊂EndFqk (E),

ここで、φ, tk は、それぞれ E の qk 乗 Frobenius 自己準同型写像とそのトレースとする。また、O ( )、 End 

Fqk (E)をそれぞれ判別式が であるorder、Fqk 上定義された同種写像からなる E/Fqk の自己準同型環とする。

これより、一般に FR 帰着の適用条件が、 MOV 帰着のそれを含むことがわかる。ところが、ある条件のもとでは、

FR 帰着と MOV 帰着の適用条件の差異(つまり、定義体の拡大次数 k に関する条件)はそれほど大きくないことが知ら

れている。実際、R. Balasubramanian, N. Koblitz［5］により以下のことが証明された。

命題３（［5］）n は n ≠ p を満たす素数とする。もし n q－1 ならば、

E [n]  ⊂ E (Fqk)  ⇔ n¦qk－1

また、命題３の証明［5］と同様にして、以下の事実を証明できる。この結果は、文献［5］から明らかであるが、

MOV帰着とFR帰着の拡大次数を比較する上で重要なので、注意としてあげておく。

注意４ E [n]  ⊂ E (Fq) とし、nは p ≠ n を満たす素数とする。もし n¦q－1 ならば、

E [n]  ⊂ E (Fqk)  ⇔ k = nj ( j ≥ 1)

証明: q乗 Frobenius 自己準同型写像 φ の E[n] 上の行列表現が

Mφ = ∈ GL2(Zn)

( q ≡ 1 mod n であることに注意)で与えられるような E[n] の基底 {P, T } を選ぶ。この時、φk を表す行列 M φk は、

Mφk = (Mφ)k= となる。ゆえに、

φk(T)=T ⇔ ka ≡ 0  mod n ⇔ k ≡ 0 mod n

ここで、E[n] ⊂/ E(Fq) なので、a ≡/ 0 mod n となることを用いた(もし a ≡ 0 mod n ならば、φの E[n] 上の行列表現が

（ 1 ka
0  1 ）

（ 1 a
0 q）（1 a

0 1 ）=

tk
2－4qk

n2

tk
2－4qk

n2

tk
2－4qk

n2
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表1 例1～例4の実行時間

qを定義体の大きさ、kを拡大次数とする。



M φ =  となり、これは E[n]  ⊂ E(Fq) を意味することになり、仮定に反する)。ゆえに、k = nj, j ≥ 1 となる。
もし、E[n]  ⊂/ E(Fq), n¦q-1 ならば、注意4から拡大次数 k は n 未満にならないことがわかり、このことはさらに、拡

大に対して指数的な計算量がMOV帰着で必要とされることを意味する。よって、MOV帰着の適用をあきらめなければ

ならない。

3.2 帰着の効率性について

次に、 n q-1 の場合における提案MOV帰着とFR 帰着の効率性の比較を行う。

ここで、楕円曲線上の離散対数問題からFR、MOV両帰着によってそれぞれ得られた有限体の乗法群上の離散対数問

題が、本質的に同じ困難性をもつとする。このとき、比較すべきことは、それぞれの帰着の主要部分、すなわちアルゴ

リズム１のSteps２,３とアルゴリズム２のSteps ２-５である。

しかしながら、２節で考察したように、FR帰着と比較して我々の提案したMOV帰着では E(Fq
k) の群構造を見つけ

ることを必要としている。もっとも、それは一般にk log q の準指数時間以下で実行される。(変換後の有限体上の離散

対数問題が log q の準指数時間で解けるような k に対しては、これも log q の準指数時間以下で実行される。) さら

に、本研究で提案したMOV帰着の適用については、定理 1 におけるeが 1以上の場合は、あきらめなければならない。

また、実用上は、Weil pairing は FR pairing に比べて、計算機上ではおおよそ２倍の計算量が必要であることにも注

目すべきである。

3.3 ２つの帰着の条件間の実際の差異について

本研究では、FR帰着とMOV帰着の適用範囲の差を明確にした。すなわち、現時点では

1. n¦q-1、 または

2. E[n] ⊂E(Fq)、c2n¦c1
の場合には、FR帰着が適用され、MOV帰着が実際上は適用が困難である(条件(2)が除外できるか否かは今後の課題でも

ある)。さらに、我々の提案したMOV帰着の実行の際には、E(Fq
k) の群構造に関する情報が必要である。従って、それ

を計算するために、

3. E(Fq
k)の因数分解

が必要となってくる。(Millerのアルゴリズムは完全な因数分解を必要としない場合があるので、このことはすぐに解か

れるかもしれない。)たとえ将来、上記(2)の場合が解決されたとしても、つまりMOV帰着が(2)の場合に具体的に実現さ

れたとしても、実用上はE[n] の元を求める計算過程がFR帰着に比べて余分に必要であるのに変わりはない。また計算

機上では、Weil pairing の計算は、FR pairingのそれの約２倍の実行時間が必要となる。

以上の考察から、本研究では、いかなる場合においても、実用上、FR帰着がMOV帰着よりも同等以上に効率的であ

ることがわかる。この意味でFR帰着はMOV帰着より優れているという結論を得る。

また、変換後の離散対数問題を含めた漸近的な計算量評価としては、条件(1)の場合はFRアルゴリズムがlog qの準指

数時間で解けるのに対し、MOVアルゴリズムは log q の指数時間かかる。それ以外の場合、FR、MOVアルゴリズム

で必要な拡大次数は同じで、仮に変換後の離散対数問題が log q の準指数時間で解けるとすると、FR、MOVアルゴリ

ズムの差は前者が log q の準指数時間で解けるのに対して、後者は条件(2)以外のときは我々の提案アルゴリズムによ

りlog q の準指数時間で解けるが、条件(2)のときには log q の指数時間かかる可能性がある。この意味でFRアルゴリズ

ムはMOVアルゴリズムより優れているという結論を得る。
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