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　　 2次 元 点渦系 で は ，Onsage ！r が 指摘 した よ うに 負温度状態が 現 れ る ．　
・
方，2 次 元 乱 流 で は イ ン バ ース カ ス

ケードを キー
ワ
ードとす る 自己 組織化現 象 が 長年の 話題 とな っ て きた．本章 で は， 2次元点渦系で 見 られ る 自己

組織化現象や イ ン バ ー
ス カス ケードと負温度性 の 関 係 を明 らか に す る こ とを目標 と した我 々 の 研究成果に つ い

て，報告を行 う．
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6．1　 は じめ に

　我 々 の 研 究 の 最 終 目標 は ， 2次 元 点渦 系 で 見 られ る 自己

組織 化現 象 と負温 度性 の 関 係 を 明 らか に す る こ と で あ る．

　本研究 の 出 発 点 は，京都 大学際 本研 究室で 行 わ れ て い た

非中性純電 子 プ ラ ズ マ を用 い た渦実験 で あ る．円筒容器内

に 強 磁場 に よ り閉 じ込 め られ た 電子 系 の ， 磁場 に垂直な 断

面 内で の 2 次元 運動を記述す る 方程式 は ， 非粘性非圧 縮 オ

イ ラー方程式 に
・・−Stす る こ とが 知 られ て い る ［1］．すなわ

ち，磁場 と電場 に よ り流体内部 の 流れまで 制御された渦実

験が，非中性 プ ラ ズ マ で 可能 で あ る．図 1 に，当実験 で 発

見 され た 自己組織化現象の
一
つ ，渦結艤を掲載す る ［2，3］．

　渦結晶は 準安定な分布で あり，時 々 刻 々 ，定常分布で あ

る
一

山分布 へ と遷移 し続ける ．本来，反発 し あうは ずの 電

子同士 が なぜ 塊 を形成す る の か ，なぜ 結品配位が 準安定的

に 存在 で きるの か，な ど疑問は尽 きない が，こ れ らの 疑問

に 対す る解答 は，い まだ 確立 され て い ない ．

　
一・

方， 2 次元 渦 に 関連 し た キ
ー

ワ
ー

ドと して ，「イ ン

バ ー
ス カ ス ケ

ード」 とい う現象 が あ る．イ ン バ ー
ス ヵ ス

ケードは 短波長側 か ら長波長側 ヘ エ ネル ギーが 輸送 され る

こ と に より，大規模な構造が 形成 さ れ る 現象を指す．例え

ば 自然界で は，鳴 門 の うず潮や 木星 の 大赤斑，台風 な どが

　　　　　　　　国
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図 1　 渦結 晶の様 子．濃 淡が電子 分 布に対応 し，白色 に近 い 方 が

　　 電子濃 度が 高 い こ とを表 す．際本泰士 氏 の 御厚意 に よ る．

該当す る だ ろ う．そ の 解 と して Onsagerは 「負温度」と い

う概 念を導人 し，有限 領域 に 閉 じ込め られ た 点渦系 に負温

度状態 が 現 れ うる こ と を初 め て 指摘 した ［4，5］．こ こ で の

負温 度 と は ， 統計力学的 に定義され る 絶対温度が 負 と な る

状態で あ り， （熱）力学的 に 定義 さ れ る 絶対温度が 負 に な

る わ け で は な い ．

　上 記 に 述べ た 非中性 プ ラ ズ マ を用 い た渦実験 ， そ し て

Onsagerの 予 想 が 端緒 とな り，我 々 の 点渦系 シ ミュ レ ー

シ ョ ン 研究が 始まっ た．こ れまで の 主立っ た研究結果に つ

い て は，web トから入手しや す い 文献 ［6］に 記載 が あ る の

で ，本章 で は過去の 文献を引用 しなが ら，比 較的 新 しい 話

題 を提供 した い ．

6．2 点渦系の シミ ュ レーシ ョ ン

　対象とす る系 は ， 正の 循環を 持つ N12 個の 点渦 と ， 負の

循環を持つ N12個 の 点渦が ， 半径 R の 円形境界内に 閉 じ込

め られて い る 2次元系で ある．i番 凵の 点渦 （i；1，2，…　／》）

の 位 置 ベ ク トル を r 广 〔Xi，yi ），循環 を Ωi ← Ωo，− 20 ：

Ωv は 正定数）で 表す．渦度 は Diracの デ ル タ 関数 の 和 で 表

現 され る．

　 　 　 　 N

ω 2 （r，t）＝Σ謁 δ（r − ri （t））
　 　 　 　 i

（1）

各点渦 の 運動方程式 は ， 保存量 の
一・

つ で あ る系 の エ ネ ル

ギ
ー

H − 一鍵 鉱 9h ・lr厂 ・，　I
　 　 　 　 I ノ舌 t

・蒼 軸鋤 1・’
一

・・、　1

一繋 軸・鴫 ・ （2）
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または，七 式を具体的に書きドしたビオ
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ー
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図 2　 CPU ，　 GPU ，　 MDGRAPE −3の ベ ン チ マ ーク結果，横軸 は 粒

　　 子 数，縦軸 は ル
ープ 1 回 あ た りの 計算時 間 （秒）で ある ，な

　 　 お，GPU で の 計算 は ，す べ て倍精度 で 行 っ た．

に 潰か れ た 鏡像渦 で 表現 して い る．点渦計算 は，系の 点渦

数 N の 2 乗 に 計算時問が 比例す る ，
い わ ゆ る重たい 計算 で

ある ．そ こ で ，な ん らか の 高速 な計算機 を使 う必 要 が 出 て

くる．著 者は ，
こ の 加速 目的 で 分子 動力学専用 計算機

MDGRAPE −3 を 使 っ て きた が ， 昨年， 入 手不 可 能 に な っ た

の で ， 新 しい 計算 プ ラ ッ トフ ォ
ーム と して GPU （Graphics

Processing　Unit） が どの 程 度使 え る の か 検 討 し た 結 果

を，読者へ の 情報提供 の 1［的 で掲載す る．

　GPU で 計算を行 うため に は ， 例 えば NVIDIA 社 の GPU
で あれ ば CUDA 　C と呼ばれ る プ ロ グ ラ ム 言語 で プ ロ グ ラ

ミ ン グ を行 う必 要が あ るが，ま だ発展途 上 で あ り仕様が 頻

繁 に 変 更 さ れ る た め ，常 に 最新 の API （Application　Pro−

gramming 　lnterface）を追い 続ける の は 大変 で あ る．そ こ

で
， 今回 は ， 株式会社 K ＆FComPUting か ら提供 され て い る

“Goose
”
と よ ば れ る コ ン パ イ ラ を使用 した ［7］．　Gooseは ，

　C

言語 で 書か れ た ソ
ー

ス プロ グ ラ ム の うち， 2重 ル
ー

プなど

GPU で 計算す る と高速化が 期待 で き る部分 に 指示 予 （＃

pragma ） を記述 し て お くと， そ の 部分を CUDA 　C に変換

し，残 りの 部分 は CPU で 処理す る よ うなバ イナ リ を生成す

る．す な わ ち，既 存の ソース プ ロ グ ラ ム へ の 変更 は最小限

に と どめ ら れ る の が 特徴 で あ る．こ の よ うな製品は
一

般的

に 速度が 出な い こ と も多 い の で
， 実際 に どの 程度高速化さ

れ る の か ， 点渦系 シ ミ ュ レ ーシ ョ ン で 用 い る ビ オ ・サ

ヴ ァ
ール 積分 を用 い て 比 較 した．結果 を図 2 に示す．約 6

xIO
’d
粒 子 の 場合 の 計算時間を MDGRAPE −3 を 1 と した比

で表す と，表 1 の とお りとな る．ほ ぼ 完全 に 曽用設計され

て い る MDGRAPE −3 が まだ強 い
1が，　Gooseを使 い 指示子 を

書 き加 え た だ けの シ ミ ュ レーシ u ン で も，まずまず の 計算

速 度 が 実 現 で きつ つ あ る こ とが 確認 で きた．

　 次 に代表的なシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果 に つ い て ．温 度 をパ

ラ メ タ に し た 2 次 元 点渦系の 平衡分 布を，時 間漸近的 に求

め た．結 果そ の もの につ い て は 文献［6，8，9］を見 て い た だ

く こ と に して，こ こ で は ，エ ネル ギ
ーと と もに 平衡分布が

表 1　 MDGRAPE −3の計 算時間 を 1 と した場合 の計 算時間の 比率，

環境 比 率

CPU 　1 コ ア i ス レ ツ ド 15ユ

CPU 　4 コ ア 4 ス レ ッ ド 38
GTX285 5，9
GTX460 5，0

　 GTX480

MDGRAPE ．3
2021

どの ように変化す る の か ， 模式図を用 い て 説明をする．直

接 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結果 で は な く模式図を用 い る 理 由

は，正 温 度 側 で の 二 つ の 平 衡分布 が 区 別 しや す い か ら で あ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，N
る．図 3 に，保存量 の

一
つ で ある 慣性 モ

ー
メント1−・Σ g ，lr、 12

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 犀

が ゼ ロ の 場合の 各温度 ご との 代表的分布を示す．

　 エ ネル ギ ーが低 い 状態 は，正 と負の 点渦が凝集 した 「凍

結状態」（a）を形成す る．エ ネ ル ギ
ーが 上 昇す る と温度も上

が り，ir．と負 で 凝集して い た 点渦 は最終的 に 「完全電離状

態」（b）と なる，こ こ で ，正 と負の 点渦同士 は ほ ぼ 等しい 間

隔で 境界内に 散 ら ば り，一
様分布 を形成す る．さ らに エ ネ

ル ギ ーが 上 が りE ＞ F．o と なる と，温度 は負 と な り，（c）に

示す よ うに 先 ほ ど ま で
一

様だ っ た 分右の 中に ，同符号同十

の 点渦 で 小 さ く凝 集 した 領 域 が で き始 め る．そ して ，最終

的 に は （d）に 示 す よ うに，正 は正 ，負 は 負 の 点 渦 の み か ら

構成 され た 渦塊が で きあが る．さ ら に エ ネル ギーを ヒげる

と渦塊 の 凝集度合 い は 高 ま り，そ の 大 き さ は小 さ くな っ て

い く．これ が 1 ＝0 の 場合 の 正負点渦系の 「相 図」で あ る．

6．3 粒子性に由来する粘性

6．3．1 背景

　従来，点渦系 の シ ミ ュ レーシ ョ ン で は，Leonardが点渦

系の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に 関す る review に お い て 指摘 した

通 り
Z，粒子数 を上 げる と結 果 が 思 わ し くな くな る こ とが

経験 的 に 知 られ て い た ［10］．

1　 こ こ で の GPU はすべ て の 計算 を倍精度 で 行 っ て い る の に対 し て ，　 MDGRAPE −3 は 乗算，除 算 （粒 了問の 距 離 計 算）をほ ぼ単精

　 度 ， 加算，減算 （粒 子 問相 互作 用 の 乖 ね 合 わせ ） を倍精度で 行 っ て い る た め，MDGRAPE −3 に そ もそ も有 利 で あ る．　MDGRAPE

　 −3 と同様の 計算精 度 で 計 測 を行 う と，さ ら に GPU は 善 戦 す る 可 能性 が 高 い ．
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図 3

6．Self−Organiza 恒on 　ill　Two ．Dimensional　Poillt−V 〔〕rtex 　System

エ ネル ギー
（温度） をパ ラ メ

ー
タ と した 平 衡分 布 の 相 図．

十 は循 環 が 負 の 点 渦 ，× は正 の 点渦 を表 す．

　
一

方，Matthaeus ら は，減衰性 2 次元 ナ ビエ
・
ス 1・一ク

ス 系 の 平衡解 と 2 次 元点渦系 の 平衡解が 類似 して い る こ と

を指摘 し て い る ［11］．彼 らは，ラ ン ダ ム な 渦度 分 布 か ら減

衰性 2 次元ナ ビ エ
・

ス ト
ーク ス 方程式 の 時間発展 を 追跡す

る と，正 の 渦 と負の 渦 が 1個ずつ で きあが る 様子 を 示 し

た．こ の 2極構造 の 分布 は，負温度点渦系の 平衡解 を与 え

る sinh −Poisson方程式 ［］2］に よ りうま く表現 で き る こ とが

報告 さ れ た．

　以 上 ，Leonardの 指摘 と Matthaeusらの 報告 か ら，我 々

は，点渦系 とい うの は非粘性 2次元 オ イ ラー方程式 の 解 に

な っ て い る が，実 は こ の 「点」渦 とい う粒 子 性 に起 因 す る

拡散項 が 点渦系 に は 実質的 に 導入 され て い る の で は な い

か ，
と い う予 想を行 っ た．こ の 予 想 に 基づ く解析を行 っ た

結果を次 に 示す．

6．3，2　ミクロ 系とマ ク ロ 系

　 2次元オイラ
ー
方程式

∂ω

盞
町 オ）

＋ u ・▽ω 9 （r，t）− o （7）

は，点渦解（1）を持つ ．こ れ を，「ミク ロ な粒子解」と呼ぶ

こ とに す る．我 々 は，点渦解をみ た す オ イ ラ
ー方程 式は，

実 は ミク ロ な粒 予 方 程 式 で あ り，そ れ が た ま た ま マ ク ロ な

流 体方程式 と 同 じ形 を して い るだ け な の で は な い か と考 え

た ．こ の 点渦解を有す る ミ ク ロ な粒子方程式 に対 し，何 ら

か の 平均操作 を施す こ とに よ り得られ る マ ク ロ な流体方程

式に は ， 実 は ， 点渦 とい うミ ク ロ な粒 子 同 士 の 衝突 に 類す

る 効果 に 由来す る粘性 が 現 れ るだ ろ うと予想 した．

∂

霧
・〉

・ 〈U ＞・▽ 畑 一（Vi・C・し1S … m ＞

こ こで ，⇔ は平均操作を表す演算子 で あ る．

（8 ）

Y ．Yatsuyanagi

　こ れ 以 後，ミ ク ロ な物理量 とマ ク ロ な物理 量 を区別す る

た め，ミ ク ロ な物理 量 に は t を付す．すなわ ち ，
ミ ク ロ な渦

度は 観 Q・，’〉と 表 さ れ る．マ ク ロ な渦度は ，ミ ク ロ な渦度

の 平均

ω 、 （r，t）≡ （畆 （r，　t）＞SE （9 ）

と定義される．こ こ で ，平均操作を表す演算子の 添字 S，E

は，それぞれ空間平均，ア ン サ ン ブ ル 平均 を表 し，空 間平

均 は ，微小面積要素 A に 対 して ，　　　　　　　　 ．

〈… （蕨 一
1濡 幽 （〆 ，の （10）

と定義 され る．一
方，ミ ク ロ な渦度は，マ ク ロ な渦度 ＋ 揺

らぎ

dis（r，　t）＝Σ 9iδ（r − ri （t））
　 　 　 　 　 i

　　　　＝ω 。（r，の＋ δω 、 （r，t） （11）

と定義 され る．ミ ク ロ な 渦度に 併せ て ，ミ ク ロ な 流 れ 関数，

速 度場 も次の よ うに表 さ れ，そ れ ぞ れ ，マ ク ロ な平均部分

と揺 ら ぎか ら成 る．

ψ（i；　t）＝Σ 2iC （r − ri （t））
　 　 　 　 i

ti（r，　t）；− 2 × ▽ψ（r，　t）

（12＞

（13）

6．3．3 拡 散係数の 導出

　出発点 は，点渦解を厳密解と して 持 つ ミ ク ロ な渦度方程

式 で あ る．

籌 ・ か 脇 一・ （14）

こ の 式 に ， （ユ1）式で定義され る揺 ら ぎ を含ん だ ミク ロ な渦

度 を代入 し ， 平均操作を行う．す る と，

∂
　 ω 。 （r，t）＋ ▽ ・［u （r ，t）姻 r，t｝］＝＝
∂t

　　　　　　　　　　
−

▽・〈δu （r ，
t）δcaz （r，　t）＞SE 　（15）

を得 る．左辺 はすべ て マ ク ロ な量 で あ る．一
方 ，右 辺 に は

揺 ら ぎの 積 の 平均 が 残 る ．こ の 項が，粒 子 性 （ミ ク ロ 性 ）に

山来す る 拡散項で ある ．

　δtO、 （r ，
　t）の 具体 的表式 を得 る た め

， （14）式 に （11）式で定

義 され る揺 らぎを含 ん だ ミ ク ロ な渦度を代入 し ， 揺 ら ぎ に

関して 1次 の 項 を集め た線形化方程式を導入 す る．

？s・δ… （・，　t）・ ・ （・，　t）・▽δ… （・，t）一

　　　　　　　　　　　　 一δu （r，t）・▽ ω z （r，　t）　（16）

こ の 式の 左 辺 第 2項 に 現 れ る u ｛r，t｝，お よび右 辺 に現 れ る

ω 。｛r，t｝は，マ ク ロ な 量 で あ る こ と に 注意す る ．マ ク ロ な

2　Leenard の 指摘 は 以 下 の と お り ：
嚠11t

　now 　appearstbat 　using 　an 　increasednumber　ofpoint 　vorticesofdecreased 　strengthwill 　not

　 yield　a　converged 　sて）lution．，．．1ronically，　best　results 　with 　the　point　vortex 　method 　often 　are 　achieved 　by　using 　only 　a　few　vortices
　 with 　a　diffusive　time 　integratioll　scheme ．

門
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量は，ミ ク ロ なス ケ
ー

ル で は変化 しな い 定数 と見なす こ と

が で きる と考 え る と，（16）式 は積 分 口∫能 で ，

・… （・，・｝一か ・・ （・
一
（t
−．

・ 〉・ ，・）・▽・ 、
・（・，t） （17）

を得 る．こ こ で，δω 。（r♂ ＝一
・ 。 ）＝0 を仮定 した，こ の 結果

を（ユ5）式右辺 に代入す る と，

1

「匿
．
一

▽
・
〈a・t （r，t）δca 、 （r，　t）｝SE − 一

▽
・（ガ・

▽ω 、 ）

ガー五」dT（δ配 〔ハ t）δ配 （r ・一〔t一τ）郡 ，τ）＞SE （18）

とな り， 拡散係数に 対応す る テ ン ソ ル の 具体的表式が得 ら

れ る．こ れ が 粒子 性 に 出来す る拡 散項の 表式で あ る．（18）

式 に含まれ る u をゼ ロ とす る と ， Green一久保公 式 と して よ

く知 ら れた 時問相関の 結 果が 再現 す る．す な わ ち ， 我 々 の

結果 は，流れ に伴 う位置の ず れ を考慮 した相 関 が含ま れ て

い る，Green一久保公式 の 拡張で あ る と考え られ る．
図 4　 正温度 系 と負温度系 の 接触．温度 が低 い 方 か ら高 い 方 ヘ エ

　 　 ネル ギーが流 れ る．

6．　4 考察 ＆ま とめ

　 2次 元 点渦系 に つ い て，温 度 に よ っ て そ の 動 力 学 的特性

を特徴付 け る こ と を 目標 と した研究で ある，こ の 系 は，点

渦相互 の 作 用 が い わ ゆ る 長距 離相 互 作用 で あ る た め，今回

紹介 し た こ との 他 に も ，
い ろ い ろ 不 思議な こ とが 起 こ る．

た とえば ， 円形境界内の 左側
’
卜分 に正 温 度の 系 ， 右側 半分

に負温度の 系を配潰 し接触 させ た 状態を考 えてみ よう．こ

の 系 で は，左側半分の 初期 エ ネル ギーを JJ，，右側半分の 初

期 エ ネ ル ギ
ー

を H2 とす る と，混合 し た 系 の エ ネル ギ ー

私。 i。 は ，私 ＋H2 と は な らな い ．こ れ は，渦同 十 の 相 互 作 用

が ，本質的に 長 距 離 的 で あ る こ と に 由 来 す る．数 値 的 に 時

間発農 を追跡 して み る と ， 初期の Hl ，坊 の 大 小 に応 じて ，
一
様分 布 に な る場 合 と ， ク ラ ン プが残 っ た 負温 度 的 分布に

な る 場合 が 現 れ る （図 4）．渦結品 な どの 現象も ， お そ ら く

こ の 長距離相互 作用 に よ り生み 出さ れ て い る と我 々 は考え

て い る．

　今 回紹介 した解析的な結果で は，粒子性 に起因す る粘性

が 表れ る こ と を プ ラ ズ マ の 世界 で よ く知 ら れ る Klimon一

ω vich 　form　ula に従 い 導出 して い る． 2次 元 点渦解

　　め、 （r．t）＝Σ Ωiδ（r
−

ri （t＞）
　　　　　　 r

は， ミ ク ロ な渦度方程式

塑器彑
・ か ・畝 ’）一・

（19）

（20）

の 厳密解 で あ る．こ の ミ ク ロ な 渦度方程式 を演算子 〈
’〉　SE，

に よ り粗視化す る と，対応す る マ ク ロ な （流体）渦度方程

式が得 られ るが ，この 時，系 に含 まれ る点渦数 ／V の 大 小 に

よ り，マ ク ロ な 渦 度 方 程 式 の 形 が 変 化 す る．も し，

N ；OC1 ）で あれ ば，マ ク ロ な渦度方程式 は 非粘性 の 渦度

方程式

∂
　 ω

。 （rの ＋ 配
・▽ω 。 （r，’）＝0

∂t （2ユ）

と な る．一方，N 》 1 の 場合 に は，粒予間の 衝突 に 由來す る

粘性項が 残 り，

駆 〔r，・｝・・・・・ ・
… （r，t）一一▽ ・（蹠 繊 賦 ・

が 得 られ る．今 回 の 我 々 の 結果 は，Leonard が 述べ た 経験

則 が 実 は正 し く，粒 子 数 に依存 した 粘性 が 点渦 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に は実 効 的 に導人 さ れ て い る こ と を表 して い る．ま

た，連 続系 を 点渦の ような 離散的モ デ ル で 離散化す る場合

に は ， 注 意 が 必 要 で あ る とい うこ と を示唆 して い る と も言

える だ ろ う．

　な お ， 粒 子性 に 由来す る粘性に つ い て は ， シ ミ ュ レー

シ ョ ン に よ り数値的 に 計測す る こ とも可 能 で あ り，現 在，

課題として 取 り組 ん で い る 最中で ある．
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