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and 　Tomohiro 　Ando ）

　Sceming ］y　unrclat 。d　rcgrcssiol ⊥ （SUR ．）モ デ ル の ベ イズ 推定 に つ い て 考察す る．一
般的 に ベ イ

ズ 推定 に お い て は マ ル コ フ 連鎖 モ ン テ カ ル ロ （Markov 　Chain　Monte 　Carlo （MCMC ）1法が 利用

さ れ て い る が，収束判定，サ ン プ リ ン グ の 効率性等の 問 題 が 常 に MCMC 法 に は 付 随 する ．本稿

で は ，ダ イ レ ク トモ ン テ カ ル ロ （direct　MoIlte　Carlo 〔DMC ））法 に 基づ く SUR モ デ ル の ベ イ．ズ

推 定 法 を提 案 す る．Zellner　and 　AndQ （2008a）で は ，　 Je册 eys
’
s　prior（Jeffre｝，s （1946，1961））に

基 づ く SUR モ デ ル の ベ イ．ズ推定 をお こ な っ て い る の に 対 し，本稿 で は正 規分布 を係数パ ラ メ
ー

タ に 仮定 し て ，DMC 法 を構築す る ．　 DMC 法 と MCMC 法 を数値実験 に 基 づ き比較 し た 結果，
ア ル ゴ リ．ズム の 効率性な ど様 々 な利点が DMC 法 に 確認 され た．

　Cornputationally　 ef丘cient 　rne 七hods　f6r　Baycsian　 anaLysis 　 of　seelnhlgly 　unre ］a しed 　reg1
・
ession

（SUR ）models 　are 　described　and 叩 plied　that　involve　use 　of 　a　direct　M 匚）nte 　CaI・1〔） （1：）MC ）
a．pproach　to　calculate 　Bayesian　estimatlo η a ηd　prediction　results ，　 ln　contrast 　to　Zellner　a皿d
Ando （2DO8a），　where 　a 　diffuse　prior　density　is　utililized ，　herelill　we 　devel｛）p　n．　DMC 　al〕proacll
llsillg　all 　illformative　prior　for　the　regressioll 　p乱 ra ．lneters ．　 This 　DMC 　approach 　is　cmp 工oycd 　to

eompute 　Bayesia皿 marginal 　posterior　densities，　molncn 七s
，
　illtewals　aIld 　o しher　q “乱 ntities

，
　using

data　simulated 　frolll　kIlo− TII
　mode ！s．　The 　results 　obtaiIled 　by　the　DMCapproa ．ch 　are 　comparcd

to　Lllo呂e　yield已d　by　 use 〔〕f　n．　Markov 　Chain 　N工onte 　Carlo　（NICN 圧O）apProach ．　It　is　coneLuded

frc）nl 　t，hese．（：omparisons 　t］コat 　 t1〕．e 　DMC 　approach 　is　vcry 　 worLhwhile 　 alld 　applic 乱ble　t⊂） ma ．ny

E　UR 　and 　other 　problenls ，

キー
ワ
ード： ベ イズ 推定，ダ イ レ ク トモ ン テ カ ル ロ ，マ ル コ フ 連鎖モ ン テ カ ル m

L 　 は じめ に

Seemingly　unrelated 　regression （SUR ）モ デ ル （Zellner（1962））は ，計量経済学をは じめ

とす る様々 な学術分野で 利用 され て い る， SUR モ デ ル の 導入 以 降 ， 推定 ，検定，予測等 の
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様 々 な観点か ら研 究が な され て い る （例 えば，Zellner（1962 ，
1963 ），

　Gallant（1975），
Rockc

（1989），
Neudccker　aud 　W ｛ndme 竰cr （1991），　Mandy 　and ）Ilart，ins−Hi］ho （1993 ），

　Kurata

（1999），
Liu （2002 ），　Ng （2002 ），　Carro］l　et　al．（2006））．経済学分野で 頻繁に利用 され る 同

時方程式モ デ ル （SiInultaneous　cquati くm 　model ）も SUR モ デ ル で 定式化可 能で ，その 応用

範囲の 広 さか ら，教科書 （例えば
，
Greene （2002 ），Lancaster （2004），

　Geweke （20〔｝5），
Rossi

et α1．（2005））に も頻繁 に取 り上 げ られ て い る．

　SUR モ デ ル の 推定 に お い て は
，　Gencralized 　least　squares 　approach （Zellner（1962 ，

1963）），Likelihood　distrlbuLional　approach （Frasera　et　al．〔2005）），　 Bayesian　Illethod 　of

moments （vall 　der　Merwve 　and 　ViLloen（1988））な ど様々 な手法が提案 されて い る ．特 に ，

現在，高速 計算機の 利用環境が 整備 され たこ とに よ り，
MCMC 法を援用 した ベ イズ推定が

急速 に広 ま っ て い る （Pcrcy （1992），
　Chlb　and 　Grcenbcrg （1995）．Percy （1996），

　Sm ｛th　and

Kohn （2000））．　 MCMC 　l去の
一

般論に つ い て は
，
　Carlill　and 　I、 ouis （1996），

　 TierIley（1994）

な ど を参照 された い ．

　MCMC 法は，様々 な統計モ デ ル に対 する ベ イ ズ推定の 適用 可能領域 を広 げた ．しか し，

MCMC 法 には ，現在 にお い て も完全 に は解決 され て い な い 問題が 存在す る こ と も事実で あ

る ．それ は ，MCMC 法 に不慣れ なユ
ーザ ー側 に と っ て は非常 に厄介な問題で もある ．例 え

ば ，Burll　ill　period の長 さ，提案分布の 選択，収束の 判定な どの 問題で ある．収束の判定に

は Schruben （1982 ），
　Heidclberger　alld “

’elch （1983 ）、　Gelman 　and 　Rubin （1992），
　Geweke

（1992 ），
R．aftery 　and 　Lewis （1992 ），

　ZeUner 　and 　Mi11（1995），
　Brooks　and 　Gelmali （1997 ）

な ど の 研 究が提 案 され て い る もの の ，統計 的検 定等に基 づ い て お り，完璧 な解決策で はな

い こ とは 自明で あろ う．

　そ こ で
， 本 稿におい て は ，MCMC 法 に付随す る問題 を回避す る ため ，　 DMC 法に基 づ い

た SUR モ デ ル の ベ イズ推 定法 を提 案す る．　 DMC 法 の
一

般 論 につ い て は ，　 Geweke （2005，

p．1〔〕6）な どを参照さ れ た い ．表 1 は MCMC 法 と DMC 法の 特微 に関する比較をお こ なっ

て い る ．表 1 か らわか る よ うに ，提案する 手法は事後分布か らの サ ン プ リ ン グ を非常 に容

易 とし
，

ユ
ーザ ー

側 に とっ て は非常 に有用な ツ
ー

ル とな る．つ ま り，ユ
ーザ ー

側は 事後サ

ン プリ ン グの 囘数 さえ指定 すれ ば
， 後 は事後サ ン プ リ ン グが 自動 的 に 実行 され る の で ある ．

DMC 法 に基づ い た 事後分布か ら の サ ン プル を利 用す る こ と に よ り，

パ ラ メ
ー

タ の 同時事

後密度関数の み な らず，条件付 き事後密度関数，周辺 事後密度 関数 ， 予測 分布 など様々 な

計算が 容易 と なる ．

　
一

般 的 に は
， 適用 で きな い 或 い は事後分布が 明示的 に解け ない 場合， DMC 法が実行で

きな い が
，
MCMC 法で は推定可 能 な場合があ る．その ため ，　 DMC 法 の 適用範 囲は 限定的

で あ る こ と も指摘 して お く．

　本稿 の 構成 は以 「の 通 りで あ る．2 節で は
，
SUR モ デ ル の 概 略 と MCMC 法に基 づ くべ
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表 1 　MCMC 法 と DMC 法の 特微 1に 関 す る比 較．

DMC 法　　MCMC 法

事後 サ ン プ リ ン グ の 回数 指 定が 必 要

事後 サ ン プ ル の 独 立性

100 ％ で 発生 させ た サ ン プ ル が 採択 さ れ る

事後 サ ン プ リ ン グに お い て 初期値が必要

事後サ ン プ リ ン グ に お い て burn−in　pcriod カミ必 要

事後サ ン プ リ ン グ に お い て 収束判定 が必要

事後サ ン プ リ ン グ に お い て 提案分布 が必 要

適用範囲

　 Yes

　 Yes

　 Yes

　 No

　 Nc｝

　 No

　 N 〔｝

隈 定的

YesNoNoa

「

YesYesYesYes

広 い

”，
ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ の 場合，］00％ で 発生 させ た サ ン プ ル が 採択 され る．

イズ推定につ い て 解説 する．3 節で は
，
DMC 法 に基づ い た SUR モ デ ル の ベ イズ推定法を

提案する ．4 節で は
，

・数値実験 をお こ な い 提案する DMC 法を MCMC 法 と比較 し，5 節

で結論 をま とめ る ．

2．　 SUR モ デ ル とその ベ イ ズ推定

2．1　 SUR モ デル

　SUR ．モ デ ル は 7TL 本の 回帰分析モ デ ル で定義され る．

yゴ
＝ X

ゴβゴ
＋ E ．ブ， ゴ ＝ 1

，
…　 ，

r几
， （2．1）

こ こ で ，防 ，εブ は n × 1一次元 ベ ク トル X ．i は π × pゴ次元行列，βj は 1）．ブー次元ベ ク トル で

ある ．誤差項 問に独立性 を仮定 した場合 に は，
一

般 に よ く利用 され て い る 回帰モ デ ル で あ

るが ， SUR モ デル にお い て は
， 誤差項 間 に相 関

　　　　　　　　　　　　　幗 一慘 （

（厚 ゴ

i＝j）

）

が ある ．こ こで
， み。

は n 一次元単位行列 とす る ．（2．1）式か ら明 らか な よ うに ，そ れぞ れの

方程式 は異 なる説明変 数行列 Xj ， 分散パ ラ メ ータ 考（」＝ 1
，
＿

，
nt ）を持 っ て お り， 誤差

項は相 関を もっ て い る とい う特徴 を もつ ．

　（2．1）式の 線形 SUR モ デ ル に お い て
，

’
n．× pゴ 次元行列 X

ゴ
は様 々 な形 式 をと る こ とが

で きる 一t 最 も標準的 な形式 と して は，p．ゴー次元説明変数 笏
二 ＠1 ，

＿
，傷 ）か ら なる もの で

あろ う．無論 ，定数項 を含む こ と もで き
， そ の 非線形化 も可 能 で あ り，多項式 モ デ ル ，加

法 モ デ ル （Hastie　and 　Tibshirani（1990）），基底 関数展開 （Hastie　et α 1．（2001 ））な どを説

明変数行列 Xj に利用 で きる．

N 工工
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　加法 モ デ ル は，各説明変数 η に基づ く非線形 関数 煽 瞬 ）の 線形和 u ＠）＝Σ⊃k　hκ（Xk−）

で 定式化 され る ．非線形関数 hk（Xk ）の 例 と して は
，
　 B 一ス プ ラ イ ン 関数 な どの 基底関数の

線形和 幌 幅 ）＝ Σ廴1 慵 φ解 （痢 嘉 協 φ漁 の 等が ある ．こ こ で
， 輛 幅 ）は基底 関数 ，

：ike は パ ラ メ ー
タ，　 b は基底関数の個数で ある ．基底関数の 個数が 各非線形 関数 蝋 無 ）で

違 っ て い て もよい が，表記の 複雑 さを避け るた め に
， 基底 関数の 個数を b で 統

一
して い る ．

（2．1）式に お い て 加法モ デ ル を利 用 す る場合 ，以 Fの よ うに なる ．

ー
’13Ψ

汎

　
コ影ー一 〔∴∵ll：：∴ll）Cl：⊥

・じ∴∴∴〔：：：1：：りじ1〕・じ」
− Bゴ1ryゴ1

＋ … ＋ B
鋤 7 ゴ。，

＋ ・ゴ

とな る ．こ こ で ，

　　　　　（・鵡 、 ・一… の 吸 ， 臨 ・御 隔

と対応 させ る と，加法モ デ ル を利用 した 場合 に も （2．1）式 に帰着する こ とが 分か る． また
，

基底 関数展 開 （Hastie　et　at．（2001））等の 非線形 関数を利用 した場合 にお い て も，（2，1）式

に帰着す る こ とが 容易 に類推 で きよう．説明変 数行列 X ．tiの 定式化は，特定の 問題に依存

す る の で その 議論 は こ こ まで に とどめて お く．

　（2．1）式 を行列 で表現 す る と

Yl

YLt

Ym

0

0

　

コ

oXユX

O

‘丿　　（丿　　…　　 Xm

ユ

　

　

ユ

β

β

β肌

十

ε1

ε2

ε m

も しくは

y − X β＋ ε
，　 ε 〜 N （O ，

Σ   1），

と表現 で きる．こ こ で   は テ ン ソ ル 積 ，
Σ は 7π × 7Tl一次元 共分散行列で ，そ の対角成分 は

（Σ玩 ； 弓 ， 非対角成分 は （Σ）η ＝ σ
り

で 与 え られ る ．SUR モ デ ル に含 まれ るパ ラ メ ータ

は β，
Σ で あ り，その 最 尤推 定量 は尤度 関数

・（y1X ， ・，
・）一

（，。 ）
− 1、 Σ1孵

脚 卜1・r ｛R・Σ
一1
｝ト
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の 最大化 に よる ． こ こ で
“ tゴ は行列の 対角和 ［Σ ＝ ・　dct（Σ）は Σ の 行列式 ，

　 m × m 一次元

行列 R の η 成分 R 　＝＝（「乞ゴ）は
防

＝ （脇 i　
一　Xn ・iβD’

（〃切
一X ・njflP で 与え られ る ．次節

で は，S
．
UR モ デ ル の ベ イズ推 定 に つ い て 触れ る．

2．2　 SUR モ デル の ベ イズ推定

　Zellller（1971），
　 Box 　and 　Tiao （1973），

　 Percy （1992 ）は
，
　 SUR モ デ ル の ベ イズ推定に つ

い て 考察 して い る ．い ま，
パ ラ メ

ー
タ に 関する事前知識が皆無で ある とす る．こ の とき，自

然 な事 前分布の 設定 の つ と して ，Je丑｝eys
ラ

s　prior （Je缶 eys （1946 ，
1961 ））

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＋ 1

　　　　　　　　　　　π 1（β，
Σ）＝ π 1（β）ア「1（Σ）（x Σ「

一
丁
『
　　　　　　　　　　　　　　（22 ）

が考え られ る． こ の と き，
パ ラ メ

ー
タ の 同時事後分布は

　　　　　　　Tl （・，
・ y ，恥 Σ

一 1・1…xp ［
−1・・｛R Σ

一1
｝1

と表現 され る．残念 なが ら β， Σ の 同峙事後分布 は解析 的 に求め られ ない こ とが知 られ て

い る もの の ，β，Σ の 条件付 き事後分布 π 1（βy η ，
x ．a ，

Σ），π（Σ y η ，
Xn

，β）は解析的に求

め られ る ．

　　　　　・・ （βly，
X

，
・）− N （B，

Ω），
・ ・（・ y ，X ，β）一 珊 嗣 ，　 （… ）

ただ し，

　　　　　　　　　　　b・・一 ｛x
’

（Σ
一ユ

幼 x ｝
一】

x ’

（Σ
一1

  1）　y ，

　　　　　　　　　　　血 一 （x
’

（Σ
一1

  ∫）x ）
…1

とす る ．こ こで ， IW （・， ・）は Inverse　Wishart 分布で あ る．い ま，β，Σ の 条件付 き事後分

布 π 1（βly，
X

，
Σ），

π 1（Σ y
，
X

，β）は解析 的 に与 え られ て い る の で ，適 当 なパ ラ メ ータの

値 （例 えば
， 最尤推定量 な ど）を初期値 β

（n）
，及 び Σco｝ と し，ギ ブス サ ン プ リ ン グ法に よ

り事後サ ン プ リ ン グ をお こ なえば よ い こ ととな る．

　 また，パ ラ メ
ー

タ β に関 して事前に何 らか の 情報 を持 っ て い る 場合 ， β の事前分布 と し

て正規分 布 π（β）＝ N （βu ，
A仁 i

）を利用す る こ とが あ る ．事前分布 は止 規分布 で ある必 要

は な い が ， 解析的な利便性が ある ．β，及び Σ の 同時事前分布が π2（β，
Σ）一 π 2（β）π2（Σ）

π 2（β）＝ N （β。，A
− 1
）， π 2（Σ）＝ Σ1

−（m ＋ IV2 と設 定 され る場合 に も，β，及び Σ の 条件付

き事後分布 は解析 的に 求 め られ る ．それ らは

　　　　・ ・ （β1・ ，
y

，
x ）− N （β・ ，

Ω・），
・ ・（・陟 x ）一 ・叩 ，

・），

で あ る ．た だ し
，

　　　　　　　　βA
； （x

「

（Σ
一1xI

）x ＋ A ）
一⊥

（x
’

（Σ
一1xI

）x β＋ ．4β〔〕），

　　　　　　　　ΩA − （xt （Ω
一1

  」）x
’

＋ A ）
一工

．
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先ほ どと同様 ，β，Σ の 条件付 き事後分布 π 2（βly，
X

，
Σ）， π2（Σ y ， X ，β）は解析 的 に与え

られ て い る の で
，

あ る初期値 を設 定 し て ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ法か ら事後サ ン プリ ン グ を行

えば よ い ．

　 しか し， 1節で 指摘 した とお り，MCMC 法 に幕つ くベ イ ズ 推定 に は様々 な注意点 が あ

る．それ ら の 例 に つ い て は ，4 節の 数値実験で も触れ て い る の で 参照 された い ．次節で は
，

MCMC 法 に付随す る問題 を回避 す るた め
，
　 DMC 法 に基 づ い た SUR モ デ ル の ベ イズ 推定

法 を提案する ．

3． DMC 法 に よ る SUR モ デル の ベ イズ推定

3．1　 SUR モ デル の 変換

　こ こ で は
，
DMC 法に よ る事後サ ン プ リン グ をお こ な うため に 以下 の 変換 をお こ な う．

Yl ＝ Xl β1 ＋ e ］，
　 e1 ＝ ε 1

〃2
； X2 β2 ＋ ρLtlε1 ＋ e2

，

Ym − Xm β。n ＋ Σ⊃弛［
⊥

ρ吻 εゴ ＋ e
” 、
・

た だ し
，

　　　　　　叫 ｛鼻溜 一 嬬 ・… 嚇

で ある ．こ こ で ，O ， t は π
一次 元 ゼ ロ 行列 とす る ．また ， 行列 Ω は変換 された SUR モ デ ル

の 誤 差項 の 分散 と して 定義 した ．無論 ， 32 節で 述 べ る よ うに 行列 Ω は オ リジナ ル の SUR

モ デル の パ ラ メ
ー

タ と対応 関係が 明示的 にある， こ の 変換 を利用 して
，
Zel］．ner 　and 　Ando

（2008a ）は SUR モ デ ル の ベ イズ 推定法 を提案 して い る ，　 Zellner　et　al．（1988），
　 Zellner　and

Chell（2002 ）は
，

この 変換 を同時方程式モ デ ル （Simultaneous　equat ，ion　mode ］）の ベ イズ

推定に利用 して い る．

　こ の とき， 変換 され た 8UR モ デ ル は 以下 で 与え られ る ．

｛臓瓢讎∵ 鵡 ）． 陶 翊 噸 訝 ．t−．一、ln ，

（… ）

T？．× （Pj ＋ 」
− 1）一次 ノ己行列 Z

ゴ
は βj．．、1 ，

．．．
，β1 を含 んで い るが ， チ番 目の 方程 式 を変換す

る 際に は ，βコ
＿1 ，

＿ ．β1 は 既に 固定 され た値で ある こ とに 注意 さ れ た い ． また
，

こ の 変換

は誤差 項 ed．を 互 い に独立 にする た め ，パ ラ メ ー
タ b試」＝＝　 1

，
．．

，
m ）の 推定が容 易 となる 利

点があ る．す な わ ち，変換 され た SUR モ デ ル の 尤度関数 は

　　　　∫（y − ） 一 茸（牽   ［
一（防

一
乙

讐
匚

對
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と なる．こ こで ，b ＝ （bl，．．．，b諭
’
は係数パ ラメ

ー
タ とす る． オ リジナ ル の SUR モ デ ル

（2．1）式 と比較す る と分か る よ うに
，
E ［e踊］＝ 0

， σ≠の の 理由か ら rn 一本の 回帰モ デ ル の

尤度関数の 積 に分解 され て い る ．

3．2　 パ ラ メ
ータの 対応関係 ， 及 び事前分 布の 設 定

　Zellner　and 　Ando （20e8a）は ，（2．1）式で 与 えられる オ リジ ナル の SUR モ デ ル の パ ラ

メ
ータ ｛β，Σ｝と変換 された SUR モ デル の パ ラ メ ータ ｛b ，

Ω｝には 1対 1 の 対応関係が あ

る こ と を示 した ．Σ と Ω の 関係 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　　　 2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ 1

＝ω 1 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ
ー1　　　　　　　 ゴ

ー1

　　　　　　　　　　
2
　　　　　　　　　　　　　

2
　　　　　　　　 （3，2）　　　　　　　　　・ j

一Σ ρ握 ＋ Σ ρ泌 撫 ＋ ω
ゴ， （ゴ≠玉），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝l　　　　　　　k
，
1＝＝1

，
k 〈 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．7− 1

　　　　　　　　　・ ズ Σ ρ卿 骨 解 1， （ゴ≠ 1）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k・・1，kfi

で ある ．また
， 回帰係数 に つ い て は

　　　　　　　　　　　　b1＝β1 ，

　　　　　　　　　　　　b
ゴ

三 （β；
一
， ρゴ1 ，

…　， ρゴ，」− 1）〜　ゴー 2
，
…　，

m

の対応 関係がある．

　Zellner　and 　Ando （2008a）は，パ ラ メ ー
タ に 関する事前知識が皆無で ある場合 を考え ，

事前分 布 と して ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’rrし

　　　　　　　　　　　・（b ，
Ω）・r 亅Ω「伽 ＋1）／2 − H（・1）

』1／2 　 　 　 　 （3・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

を利用 して い る。それ に対 し，本稿で は，β，及び Σ の事前分布 は以下 の 定式化に よ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 nl．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

　　・ （わ，
Ω）一 ・（blΩ）・ （Ω），

・ （b）− H 鵬 ・ ，ゆ デ
’
）， ・ （Ω）／xl （峠）

− 1／2 ・ （3．4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

− 1　　　　　　　　　　　　　　　　 ゴ遍］

すなわ ち係 数パ ラ メ ー
タ に つ い て なん らか の事前情報が ある場合 に対応 して い る．次節 で

は
，

パ ラ メ ータ ｛b ，
Ω｝の 事後分布 を導出 し，DMC 法を構築する ．

3．3　 事後分布 と DMc 法

　変換 され た SUR モ デ ル の 尤 度関数 f（ylX ，
　b

，
　St）， 及 び 定式化 した事前分布 よ り，パ ラ

メ ー
タ ｛b，

Ω｝の 同時事後分布は

　　　一 x ）遺 伽 夛｝ 脚 「
（yゴ

ー2「
ゴb．i）

’

（〃ジ
ーzゴbフ

　　　　　　　2ω 1
）

］
　　　　　　　　　　　　・ 転 。罧≒   ［一

（b」
− b

・°）

躊
（bj

一

叫
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とな る． さ ら に 同時事後分布 は
，

以下 の 条件付 き事後分布の 積 に分解 され る．

砌 ・・
一・，

… 砺 ・
y

・
X ） − N （6鍔 （Zlzゴ＋ D 」）

− 1

），

・ （・ll・・− 1・・・・・ … y
，
x ） 一 ・・ （ら画 1・），

（3．5）

（3．6）

ゴ＝ 1、＿ ，
M ．た だ し

，

b
ゴ

＝ （qi・　z，・ 煽
一1

（z；・・、 ＋ D
、b、。），

ゐ
ゴ

＝ 鱈乙）
− 1Z

弼 ，

λ・
一 （〃．プ

ーzゴ6．∂
’

（〃厂
z

ゴ
5
ゴ）＋ GI

，［（陥 ）
− 1

＋ θ∫
1

］
− 16

ゴ，

ら ＝ n − 2

で ある ． こ の 分 解 を利用す る と，DMC 法 に よる事後サ ン プ リン グが以 下の ア ル ゴ リズ ム

で 可能 となる ．

DMC 法 に よる 事後サ ン プ リン グ

Step 　1 初期化 m 本の 方程式の順番 ， 及 び事後サ ン プ リン グの 回数 N を与える．い ま ゴ＝ 1

　　　と し，ω ぞ
 

1 ん＝ 1
，
．．．，N を （3．6）式の 事後分布か ら発生 させ

， （3．5）式の bl の 条件

　　付 き事後分布 π （bllwl，
y

，
X ）に代入する ．次 に条件付 き事後分布 π （bli碑

 
，
y

，
X ）

　　 か ら碓
〕
，
k ； 1

，
＿ ．N を発生 させ る ，

Step　2 」を 」＋ 1 ← j とす る．分散パ ラ メ ー
タ ω

ゴ
（幻

，
k ＝ 1

，
．．．

，
N を （3．6）式の 条件付 き

　　事後分布 π （鰐 b兜，，＿ ，
bik）

，
y

，
X ）か ら発 生 させ ，（3．5）式の bj の 条件付 き事後分

　　布に代 入す る．Step　1 と同様に ，　b野を条件付 き事後分布 π （bj礁
）
1 ，
．t．

，
b轡，鰐

 
，

　　 Yn
，
Xn ），

　k：＝ 1
，
．．．

，
N か ら発生 させ る ．

Step　3　Step　2 を ゴ＝ m となる まで逐 次的 にお こ な う．

　こ の DMC 法 に よ り， 変換 され た SUR モ デル の パ ラ メ ータ ｛b，Ω｝の 事後 サ ン プル を得

る．（2．1）式で 与 え られ る オ リジ ナル の SUR モ デ ル の ベ イ ズ推定 に は
，

3．2 節で 与 えた パ

ラ メ
ー

タ ｛β，
Σ｝と の 対 応関係 を利 用 して ， ｛b，

Ω｝の 事後 サ ン プル を ｛β、
Σ｝に変換す れ ば

よ い ．

3．4　 Remark

　SUR モ デ ル の ベ イズ 推定 にお い て は ，（2．3）式 の よ うに β，Σ の 条件付 き事後分布 は解

析的 に 求め られ て い る た め
， ギ ブ ス サ ン プ リン グ法に よ り事後サ ン プ リン グ をお こ な うこ

とも可能で ある ， しか し，β の 次 元が 非常 に大 きい 場合に は ，計算機上 で の 逆行列の 計算

が で きな い こ と もあ る ．そ れ とは対 照 的 に
，
DMC で は パ ラ メ ータ b を分 割 し て 逐次的 に
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事後サ ン プ リ ン グを行 っ て い るの で
， βの 次元 が非常 に大 きい 場合 に も計算負荷が小 さい

とい う利点が あ る．

　任意の 地 点 x にお い て 予測 をお こ ない た い 場 合 には ，y の 予 測分布 を利 用す れば よ い ．

SUR モ デル にお い て y の 予 測分布 は
， 事後サ ン プル ｛β

（」）
，
Ωω

；ゴ＝ 1
，
．．．

，
N ｝を利用す る

と以 下 の よ うに近似で きる．

　　　　1・（yl・
，
・P，

・）・T ！　（fi1・ 鄲 β・Σ繧 ・（・ 1・ ，… ，
・ 

）・

　 ま た注意すべ き点 と して
， 生 成 され た サ ン プ ル は SUR モ デ ル を変換する 際 に与 えた ・

m

本の 方程式の 順番 に依存する こ とを注意 して お く．仮 に m 本 の 方程式 の 適切 な順番が事

前 に わか っ て い る場合に は 問題 は生 じな い が ，m 本の 方程式 を同等に扱 い た い 場合に は 注

意が必要で ある．その ような場合に は，Zcllller　and 　Ando （2008a）の 順番に依存 しない 方

法 を利用 す る こ と も考え られ る，

　適 切 なモ デ ル の 選択 をお こ な い た い 場合 に は ，偏 差情報量 規準 （Spiegelhalter　 et　aL

（2002）），
ベ イズ予 測型情 報量 規準 （Ando （2007）），予測型情報量 規準 （Ando （2009b ））な

どを利用すれ ば よ い ． これ ら の 基準 は

Ic − 一・11・9 ・（ylx ， ・，
・）・ （・，

・ Y
，
x ）・p・・ … P・n ・1・y

の 形式を して い る ，例 えば ，偏差情報量規準の 場合 ，
Penalty項は

・・nal ・・ − 1・ ・！（ylX ，b，
£ ）− 11・9 ・（ylX ， ・，

・）・ （・1 ・IY，
X ）・e・Σ

となる． こ こ で
， β， Σ は事後平均 とす る．

　また，ベ イズ フ ァ ク タ
ー

（Bayes　factor（Ka8s　and 　Rafしery （1995）））に基づ い た モ デ ル 選

択 も考え られ る．2 つ の モ デ ル Mk
，
　 IVfj・を比較 す る と き，ベ イズ フ ァ ク ター

（Bayes　factor

（Kass　and 　Rafしery （1995）））は
，

モ デ ル ハ砺 と 鳩 の 周辺 尤度 の 比

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 P （ylXl 餓 ）
　　　　　　　　　　Bayes　factor（八fk，

ハ勾）≡≡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 P （yx ，鵬 ）

も しくは

　　　　　　　　・紬 ・頭 M 幽 ）−

P

筆畿 謡潔譜
）

で 定義され る ．Proper な事前分布 を利用 す る場合 ，
ベ イズ フ ァ ク ターは適切 に定義 される ．

　
一般 に モ デ ル M 喬 の 事前確率 P （M ん）は 固 定 され た値で あ り，例 えば

，
2 つ の モ デ ル

Mk
， 皿 プ

の 事 前確率 P （IVh ）が 等 し い と き ，　Prior　odds （Mk ．
　Mti）＝ 1 とな る ． しか し ，

事 前確率 に も確率分布 を もた せ る こ とが可 能で ある ．い ま，モ デ ル Mk ，
　 M ）

・の 事前確
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率 P （Afk）が等 しい と考 えて い る場 合，モ デ ル の 事前確率 に 関す る不確実性 を，例 えば

Prior　odds （雌 ，珂∂の 期待値が 1 と なる よ うな分布 を利 用 して 反映 させ れば よい ．モ デ ル

M 斥 と 鵡 の 周辺 尤度 の 比 は周定 されて お り，Pri〔〕r　odds 伊塩 ， 璃 ）は確率的 に分布す るの

で
，
P   sterior 　odds （M 恥，颯∂の 分布が得 られ る こ と となる ．こ の よ うに

， 様々 な不確実性

を考慮 しつ つ モ デ ル を構築で きる 利点が ベ イズ ア プ ロ
ー

チ に は ある ，

4，　 数イ直実験

4．1DMC 法の 適用例

　い ま，m ； 2
， 物

＝ 2
， 」＝ 1

，
2 と して ，（2．1）式か らデ

ー
タ を発生 させ る．

　　　　　　　　（；1）（犯 ）（ll）・ （：1）
こ こ で

，
Xj は n × 2一次元行列，β，

は 2一次元 ベ ク トル ，共分散行列 Σ は

　　　　　　　　・ 一 偽 ）（∵ 15）・

とす る．真の 係数 パ ラ メ
ー

タ を β1
＝（3 ，

− 2）
’

，β2
＝ （

− 1
，
1）

ノ と し
， 行列 X

ゴ（」＝ 1，2）の

それ ぞれ成分は ［
− 1

，
1］の

一
様乱数 とした ，こ こ で は Tl＝ 50 個 の データを発生 させ ， 提 案

す る DMC 法 に よ る ベ イ ズ推定 をお こ な う．

　サ ン プ リン グ 回数 を N − 100G
， 行 列 D1 ，

　 D2 を対角成分が 10
− 10

の 対角行列 と して ，

事後サ ン プ リ ン グ をお こ な っ た ，行列 Dt
，
　 D2 の 対角成 分 が大 き い 場合，

一
様分布，或

い は 無情報事前分布 の よ うな事前分布 を利用 して い る場合 とあ ま り変 わ ら ない ．つ ま り，

係数パ ラメ
ー

タ に 関する情報が な い よ うな状況で ある．
一

般 に ， 無情 報事前 分布の よ うに

lmproper な事前分布を利用する と
，

ベ イズ フ ァ ク タ
ーは適切 に定義 され な い ．しか し

，
こ

こ で 設定 した 事前分布 は
， 限 りな く無情報事前分布 に近 い もの の

，
PrOper な事前分布で あ

り，ベ イ ズ フ ァ ク タ
ー

が 適切 に定義 され る とい う利点が ある．

　表 2 は ，パ ラ メ ー
タ の 事後平均 ， 事後モ ー ド，事後標準偏差

， 事後 95 ％ 信頼区間で あ

る．表 2 か らわか る よ うに ，
パ ラ メ

ー
タ の 事後平 均 ， 及 び事後 モ

ー
ドは真の パ ラ メ ータ値

に 近 く
，

また 事後 95％ 信頼 区間は真 の パ ラ メ ー
タ他 を含 ん で い る ．提案 す る DMC 法 が

真の モ デ ル を適切 に推 定 して い るこ とが確認 で きる．

　任 意の 地 点 x に お け る y の r一測 分布 は
， 事後サ ン プル を利用 して 近似で きる こ とを 3．4

節で 述 べ た． こ こ で は，観測地点 を M1 ； （0．1，

− O．4）
t
，　 x2 ＝ （0．2，− 0．3）

t
と し ， 予測分布

を構築す る．解析 的 な予測分 布 は求 め られな い の で
， y 一 鰍 ，　！J2　）

J
の 確率密度関数 と比較

する こ とする ．図 1 は
， 予測分布 の 推定結果で ある ．図 1 か らわか る よ うに ，DMC 法 に

よ り構成 された予測分布 が y の 確率密 度関数 を適 切 に推定 して い る こ とが わ か る． こ こ で

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

ダ イ レ ク トモ ン テ カ ル ロ 法 に よる E　UR ，モ デ ル の ベ イズ推 定 309

表 2　 パ ラ メ ータ の 事後 平均 ，事後 モ
ー

ド，事後 標 準 偏 差，事後 95晃 信 頼 区 間．

乎均　　 モ
ード　 標準偏差　　 95％ 信頼区閊

β11　　 3．106

β］2　　　
− 2．094

β21　　
− ｛〕．978

β22　　　　1．098

」 i？　　　　0、1〔］4

ω 12　　− 0．06
．
1

ωl　 D．178

3，085　　　　0、0呂3　　　　　2．909　　　　3．239

− 2，090　　　　0，082　　　　− 2．255 　　　− 1．935

− 0，938 　　　　0，10上　　　　一Ll 〜14　　　− 0．740

1．095　　　　 ．1i7　　　　　0．868　　　　1．319

0．112　　　　吐〕．U23　　　　　0、075　　　　0．168

− 0，071　　　　0．025　　　　− O．127　　　
−

〔〕．〔〕27

0．183　　　　〔｝，〔〕39　　　　　  ．⊥21　　　　0．274

は サ ン プル サ イズ を π ＝ 50 と したが ，サ ン プル サ イズ が大 き くなる に つ れて 推定の 精度

が 向上 した こ と も付記 して お く．

4．2DMC 法 と MCMC 法の 比較

　こ こ で は，MCMC 法と の 比 較をお こ な う．pゴ
＝ 25

， ゴ＝ 1
，
2 と して前節で利用 した SUR

モ デル か らデ ータ を発生 させ る こ と とする ．DMC 法 は
， 前節 と同様の 設定で事後サ ン プ リ

ン グ をお こな い ，MCMC 法 には ギブ ス サ ン プ リ ン グ法を利用 した．　 MGMC 法にお い て は，

β の 事前分布 として 正規分布 π （β）＝N （β，，
A
− 1
），Σ の 事前分布 として π （Σ）＝1Σ1−（m ＋1）／2

を利用 した． こ こ で
， βn

＝ 0
，
A
− 1

は対角成 分が IOloの 対角行列で ある，　 DMC 法で利 用

した限 りな く無情報事前分布 に近い PrOpel・な事前分布 として ，こ の よ うに設 定 した，初

期値 は最尤推定量 で ある ．事後サ ン プ リ ン グ は 11
，
000 回行 い ，最初 の 1

，
000　m を burn−in

period とみ な して 残 りの 10
，
000 同 を事後分布か ら の サ ン プ ル と して 利 用 す る ．定常 分布

に収 束 して い るか の 判定は
， Geweke （1992）の 検定 を有意水準 5％ で お こ ない その 収束 を

確認する ．

　 こ こ で は ，100組の 観測 データを発生 させ て ，上記の 事後サ ン プ リン グをそれ ぞれの デー

タセ ッ トに つ い て お こ な っ た．無論 ，DMC 法は事後分布か ら直接サ ン プ リ ン グ して い る

の で 収束判定の 問題 等は生 じな い ．
一

方 ， MCMG 法 に つ い て は 100 回の繰 り返 しの うち，

有意水準 5％ の Geweke ツ

s の 検定 は
，

88 回収束 して い ない と い う判定 を下 した 。　 MCMC

法が 収束 して い ない と判定された場合 ， 事後サ ン プ リン グの 回数が非常 に多 くな っ て しま

うの は 自明で あろ う．

　 図 2 は MCMC 法 に よ り発生 させ た 事後サ ン プル の 自己相関関数で ある ．図 2 か らわか

る よ うに 自己相関が み ら れ る ．モ ン テ カ ル ロ 積分 の 定義 に戻 る と，独立 なサ ン プル の平均

に よ りあ る量 の 期待 値 を計算 して い る こ とを注意 して お く、た とえば
，

3．4 節の y の 予 測

分布 は
， 独立 な事後サ ン プル に基 づ き近似 されて い る ．すなわち，事後サ ン プル に 自己相

関 があ る場合 に は
， 自己相 関を考慮 した期待値の 計算が 必要 とな る ．一

方 ，
DMC に よ り
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y の 確率密度 関数

8

　 　 　 　 　 　 　 　 　 0．5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 予測分布

図 1　観測 地 点を ［t：E ＝（O．11− 〔）．4）
t
，x2 ；（｛〕，2，

一
〔）．3）

’

に お ける 宮 の 予 測 分布，及 び Ψ の 確率密度関数．

発生 させ た事後サ ン プル は完全 に独立 で ある ため ，自己相関関数を考慮する必要 は全 くな

い とい う利点が ある ．事後サ ン プル の 自己相関に対処す る場合，
一

定間隔 をお い て MCMC

サ ン プ リン グ を実行す る 方法が よ く利用 され て い る ．例 えば
，
5 回の MCMC サ ン プ リ ン

グ 中，1 回 のみ 事後サ ン プル と して 採用 し，残 りの 4 回に つ い て は MCMC サ ン プリ ン グ を

実行 し て い る もの の 事後 サ ン プ ル と し て 利用 しな い な どで ある ．計算機環境が 発展 し て い

る とは い え
，

こ の よ うな操作 は計算負荷 をか ける こ と とな ろ う．

5。　 お わ りに

　統計 モ デル の ベ イズ推定に お い て は ，マ ル コ フ 連鎖モ ン テ カ ル ロ （Markov 　Chaill　M 。Ilte

Carlo）法が
一

般 に利用 され て い る ． し か し
， 収束判定 ，

サ ン プ リ ン グ の 効率性等の 問題 が
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図 2　マ ル コ フ 連鎖 モ ン テ カ ル ロ 法 に よ り発生させ た σ

’
i，σ 12，σ彗に 関す る 事後サ ン プル の 自己相関閼数

常 に MCMC 法 に は付 随 して い る ．本稿で は
，
　 SUR モ デ ル の ベ イズ推 定 を取 り上 げ ， ダ

イ レ ク トモ ン テ カ ル ロ （direct　Monte 　Carlo （DMC ））法を提案 した ． さら に
，
　 DMC 法 と

MCMC 法の 特徴 を数値実験 に基づ き比較 し
，

ア ル ゴ リズ ム の 効率性な どに関す る DMC

法の 利点 を検証 した ．

　．数値 実験 にお い て は，ギ ブス サ ン プ リ ン グ法 と い う，MCMC 法の 中で 非常に シ ン プル な

方法 を利用 した．MCMc 法に は，メ トロ ポ リス ・ヘ イ ス テ ィ ン グ ス 法 ， もし くは メ トロ ポ

リス ・ヘ イス テ ィ ン グス 法 とギ ブス サ ン プ リ ン グ 法 を併用す る方法等 もあ る．仮 に
，

ギ ブ

ス サ ン プ リ ン グ法の 代わ りに ，
こ れ らの MCMC 法 を数値実験で利用 した場合，　 DMC 法の

有用性 が さ らに鮮．明 となる ．メ トロ ポ リ ス ・ヘ イス テ ィ ン グ ス 法は ギ ブ ス サ ン プ リン グ法

よ りも適用 範囲が広 く，
パ ラ メ ー

タ の 完全 条件付事後密度か らの 乱数生成が 難 し い 時は ギ
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ブ ス サ ン プ リ ン グ 法が 利 用 で きず ， そ の 場 合 ，
メ トロ ポ リス ・ヘ イス テ ィ ン グス 法が頻繁

に利用 され る． しか し，そ の 反面，メ トロ ポ リ ス ・
ヘ イス テ ィ ン グ ス 法は生 成 した乱 数 を

確率的 に採択す るた め ， 計算効率性の 観点か ら，生成 した乱数を 100％の確率で採択す る ギ

ブ ス サ ン プ リン グ法に比 べ て 非効率的で あ る ．査 読者か ら有益 な指摘が あ っ た よ うに
，

メ

トロ ポ リス ・ヘ イ ス テ ィ ン グス 法 を採用 した場 合，発生 させ たサ ン プル が 100％の 確率で採

択 され な い ため ，
DMC 法が 好ま しい こ とは 自明で あ る．さ らに，メ トロ ポ リス ・ヘ イ ス

テ ィ ン グ ス 法に お い て は提案分布を利用す る必要が ある ．「どの よ うな提案分布を用意すれ

ば い い の か ？」 とい う問題 は
， 特 に MCMC 法に不慣 れな ユ ーザーには 面倒 な作 業で もあ

る ．無論 ，
ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ 法 と同様 ， 発生 させ た サ ン プ ル の 自己相 関の 問題 ， burn−in

pcriod の 設定 ， 収束判定等の 問題 に対処する必要が ある ．

　本稿 に関連する研究 と して は以下 の よ うな もの が 挙げられ る． Zellller　and 　Alld｛｝（2008b ）

は，Simu］tancoug．　equation 　modcl （SEM ）を取 り上 げ，ダイ レク トモ ン テ カル ロ 法 に よ る

ベ イズ 推定法を提案 して い る ． また ， 本稿で は正規性に 基づ い た議論 をお こ な っ て い るが ，

Zellner　and 　Ando （2010）は，　 SUR モ デ ル の 誤差項 に Student−t 分布を仮定 して ，ダ イ レ

ク トモ ン テ カ ル ロ 法の 構築 を試 み て い る．さ らに ，Ando 　and 　Zellner（2009）で は，　 SUR

モ デ ル ， 及び SEM の 階層 ベ イズモ デ リン グ問題 を考え ， ダイ レ ク トモ ン テ カル ロ 法 を提

案 して い る ．Ando （2009a）で は ，因子分析 モ デ ル の ベ イズ分析を考 え，
ダ イ レ ク トモ ン テ

カ ル ロ 法 を提案 して い る ． また ，2 節で 指摘 した よ うに SUR モ デル の 非線形化は ス プ ラ イ

ン 関数 な ど を利用 す れ ば よ い の で
， 本稿 で 構築 した ダ イ レク トモ ン テ カ ル ロ 法 ， 及 び 一ヒ記

の 研究は非常 に幅広 い SUR モ デ ル
，
　 SEM モ デ ル の ベ イズ推定 に利用可能で あ る ．

　ダ イ レ ク トモ ン テ カ ル ロ 法は ある条件下 にお い て の み構築で きる こ と も事実で ある ．そ

の た め ，ダイ レ ク トモ ンテ カル ロ 法が利用で きな い 場合 に は，自ず と MCMC 法 に頼 らざ

る を得 な い ．本稿で は
，
MCMC 法の 問題点 を取 り Lげて い るが ， 無論 ，

　 MCMC 法はベ イ

ズ 的統計 モ デ リ ン グ に お い て非常 に有用な道具で あ り，その 有用性を否定して い る の で は

な い ．尤度関数，パ ラ メ ー タ の 事前 分布 な どを設 定 すれ ば
， 事後分布か ら の サ ン プ リ ン グ

を可 能と して くれ る MCMC 法 は
，

ベ イズ 的統計 モ デ リ ン グ の 発 展に 重要な役割 をこ れ か

ら も果た して い くで あ ろ う．
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