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　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 Abstract

　 命題論理式の 充足可能性問題 （Satisfiability　problem ，
以下 SAT と表記する．）は数理論理

’
学を背景に持 つ 代表的な NP 完全問題で あ り，計算の 複雑さの 理論 にお い て は 「実際的計算可

能性」を考える上 で重要な研究対象になっ て い る ．近年 ，
こ の SAT は数値計算 を用い る 実験数

学的な手法に よ っ て研究 され て お り， 計算の 複雑 さの 現実的な性質が 明らか にな っ て い る．本

論文で は力学系 の 理論 に基 づ き計算理論に新た な視点を導入する ．

　 SAT の うちで
， 節 に含 まれ る リテ ラ ル の 数が k個で ある和積標準型 の 論理式 （kCNF ）の 充

足可能性 を判定する 問題 を特 に kSAT とい う，本稿 で は主 に こ の leSATを取 り上げ る．　kSAT
は与えられた kOIVF を満 たす解が存在す るか どうかを判定する決定問題で あ り，

k ＝ 1
，
2 の と

きは多項式時間で 解ける 問題ク ラ ス （class
　P ），

　k ≧ 3 の ときは多項式時間で は解けない と予想

され て い る問題 ク ラ ス （class 　NP ）に属する こ とが 知られて い る．

　 先行研究 による と
， 計算 コ ス トの か か る問題の 分布 は一様な もの で は ない こ とが示唆 され

る．この 分布 の幾何学的側面 を考察するため に
，
こ こで は kCNF を k次元の単位 区間内に コ ー

ド し
， 充足可 能式をプ ロ ッ トするとい う方法をとっ た．こ の とき 3CNF の 充足可能式の 集合は

3次元 の 単位立方体 内部 に ， 2CNF の 充足可能式の 集合 はその原点 を通る平面で の 切断面に埋

め込 まれ る こ とになる．結果 として
，

こ の leOIVFの 充足可能式の 集合は
，
　k ＝ 2 の とき完全 な

自己相似集合 （フ ラ ク タ ル），
k ≧ 3の と き部分 自己相似集合 （準 フ ラ ク タ ル ）となる と予想され

た．自己相似集合 は単純な入れ子構造 を もつ 縮小写像系 ， 部分 自己相似集合は互 い に他 に含 ま

れる ような入 れ子構造 をもつ 縮小 写像系で表現 され る．したが っ て こ こ で は ，こ の ような縮小

写像系の 再構成が 重要な意味 を持 つ ．

　 k ＝ 2 の 場合 ， 充足可能式の 集合を縮小写像系で 再構成する こ とが で きたが
，
k ≧ 3 の 場合

は再構成が困難だ っ た，こ の ため Box−counting 法で 数値的に Hausdorff次元 を求めた と こ ろ
，

k ＝ 2 の 場合は理論値 に 良 く一致 したが
，
k ≧ 3 の 場合は （自己相似集合 を仮定 した場合の ）理

論値か らややずれ る とい う結果を得た．

　 3SAT が class 　NP に属する の は何故かとい う論点に戻 る と
， 相互 に他に含 まれ る入れ子構

造をもつ 縮小写像系に よ っ て 生成 される準フ ラ ク タ ル の 性質に よ り，
1VP の言語を認識する こ

との で きる離散力学系 （ア ル ゴ リズ ム）にお い て初期入 力が不変集 合に到達す る時間 （計算時

間）が単純な入れ子構造 をもつ 縮小写像系 に よ っ て 生成 され る P の それ よ りも長 くなる とい う

説明が つ く．

　　以上 を考察して ， 以下 の 予想 を得た．

　class 　P　 ⇔ 　Self　similar 　set

c〜αεε 1VP 　⇔ Partial．ly　self 　simi 〜αr 　5ε舌

こ の予想の 検証は今後の 課題で ある．

　命題論理式 はそれ を真 にす る ような変数の 真偽値 の 割り当て が存在す る とき
，
充足可能で ある

とい う．任意の 命題論理式は簡単 な変換操作に より，
le和積標準形 （以下 kCIVF ）に変換で きるの

で
， 命題論理式 の うち kCN −Fだけ を考えて も

一
般性 を失 わ ない ．与えられ た kCIVFが充足 可能か

どうか を判定す る問題 を kSAT とよぶ ．例 えば k ＝ 3 （3SAT ）の 場合

F ＝ （x ・ V 酉 V π ）〈 （ifi　V　x3 　V　11［i）〈 （毋 2　V 再 V 毋 4）〈 （而 V 勾

に対 して Xl ＝ x2 ＝ 　true
，
　x3 ＝ x4 ＝ fαlseとすれ ば F ＝ trtteとな るの で

，
　F は 充足可 能で ある．
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　kSAT に 関 して は
，
　k ＝ 1

，
2 の と きは 問題の サ イズ に対 して 多項式時間で解け る計算量 ク ラ ス

（Class・P ），
　k ≧ 3 の ときは多項式時間で は 解けない と予想 され て い る計算量 クラス （class 　NP ）に

属す る こ とが知 られ て い る ．P ＝ NP
，
　 P ⊂ NP の どちらが成 り立 つ か に 関 して は不明で あり，

こ

れ を検証する 問題は 「P ＝ ？NP 」問題 とよばれる計算機科学における重要な未解決問題で ある．

　さて n 変数の hONF を Rk 上 の 単位立方体 Ik ニ ［一｝，｝】
k に対応 させ る区間 コ ー ドを下図の よ

うに与える．図の 各区間をさ らに小 区間に分割 し
，
対応す る節 を積 として 式に加 えて い く．無限長

の 節 を もつ 論 理式 を Ikに埋 め込 んだ上 で
，
その うちの 充足 可 能式の 全体を Sk（n ）とお くと

，
こ の

酋上 で の Sk（n ）の 幾何学的な複雑 さが kS4T の計算の 複雑 さを反映 して い る こ とに な る．こ こ

で と くに S2と S3の 構造的差異は class 　P
，
　bla8s　NP の 差異 と直接 に関係する こ とになる．

　図 2に S2（n ），
S3（n ）を示 した，充 足可能式 は Ik上 で fractal状 に分布して い るが

，
　S2と比 較して

S3の 分布に は異方性がみ られ る．

…
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図 1： 命題論理式の 埋め込み （k ＝ 2 の とき）
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図 2； 単位区間上で の 充足可 能式の 分布

　次に Sk（n ）を極限集合 とす る IFS （lterated　Functional　System）を具体的に与える こ とを考える ．

こ の IFS は LksAT の Generatorとなる。区間コ ードの 定義か ら
，
Sk（n ）を極限集合 とす る IFS は全

て 縮小 率が歯 で か つ 開集合条件を満たす よ うな縮小 写像の 組か らな る IFS で あ る こ とがわか る．

IFS を構成するため に分割 され た区聞を領域 とよび
，
　IFS　F ＝ f1　U 　f2　U … Ufn を構成するの に必

要 な領域を、Df
，，
Dh

，

…
，
D

／n
とす る ．また領域 D ’

が領域 D を構成要素 と して含む とき
，
D ⊆ D ’

で

関係 ⊆ をい れ る．IFS　F に つ い て
， （Df ，， ⊆）が 半順序集合 となる とき， F を Mo 且otone 　IFS ，（Dfi， ⊆）

が （反対称律を満たさず）， 半順 序集合 とならな い と き
，
F を Recurrent　IFS とよ ぶ ．（つ まり， 領域

間の 入れ子の 関係が一
方向的で ある IFS を Monotone 　IFS

，
2 つ 以上 の領域が互 い に他 と入れ子の

関係に な っ て い る IFS を Recurrent　IFS とよぶ 。）Monotone 　IFS
，
　Recurrent　IFS の 極限集合はそ

れぞれ 自己相似集合 ， 部分 自己相似集合 とよばれる aMne ・fractalとなる．
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　　S2（1）（1変数の 2CIVF の 充足可 能式の 集合）は以下 の Monotone　IFS の 極限集合 となる．

x

x441 、41

疋 xA1

濁 π X

Al

441 ．41 ．41

A1 乃1

A1

石

石

兀 疋

耳 耳 疋

図 3： S2（1）の IFS

図 4：S2（1）の 生成

X

ノ＼．

図 5： S2（1）の IFS の 構成領域の Hasse図
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S2（2）（2 変数の 201VF の 充足可能式の 集合）は以下 の Monotone 　IFS の極限集合となる．

こ こ で
， A

（
．
）
は A

〔．）
の 反転で あ る．
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図 6： S2（2）の IFS

一 663一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

研究会報告

X

・41
  2

Al．2

Aie2

砺

図 7： S2（2）の IFS の 構成領域 の Hasse図

　同様 に して S2（n ）を極限集合 とす る Mon 。tone　IFS が構成 で きる ．以上 の IFS の 構造 は一
見複

雑そ うにみ えるが ， 実際に は Bool演算則 に基づ き容易 に決定で きる ．分割 された領域の 図 は Bool

演算表そ の もの で ある．

　極め て trivialな場合以外
，
　S3（n ）（n 変数の 3CIVF の 充足可能領域）を極限集合 とす る Monotone

IFS の 構成 は困難で ある．こ の IFS の 構成 が 困難で ある とい うこ と 自体 ，
3SAT の intractability

と本質的に 関係 して い る と思 われ る．

　以上 を考察 して
，
や や 強い 主張 をす る と

sl（n ），
　S2（n）∈ p 　⇒ 　Monotone 　IFS で 生成可 能．

　　S3（n ）∈ NP 　⇒ 　Monotone 　IF5 では生成不可能．

とな り
，

こ の 結果か ら以 下 の よ うな対応付 けが可能 となる．

　c互ass 　P 　 ⇔ 　Self　similar 　3et

class 　NP 　　⇔ 　　Partialty　sel∫similar 　set

こ の予 想の 検証 は今後の 課題で ある，
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