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話 の PLAN

1．イ ン トロ ダク シ ョ ン

　 量子重力、そ の 問題 点

2．2 次元 重力 ： ミニ 究極理 論

　LiouviUe理論
一
解け る重力場 の 理論、格子理 論、行列模型 一連続理論 と格子理論の架 け橋

3．MC 計算とそ の 解析

　 2次元 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン
、 4次元量子 重力

4．今後の課題

1　量子重力 、 その 問題点

　重力は、他 の 3 種 の 基本相互作用 に比 べ る と圧倒的に弱 い ．例えば電荷 e を持 つ 2 粒子の 間に働 く

Coulomb力 と同程度 の 重力 を得 るには粒 子 の 質量がほぼ 1019GeV（Plandk 質量）もなければな ら

ない ．それで は重力は摂動論で 十分か とい えばそ うで はない ．重力の運動方程式 は Einstein−Hilbert

作用

　　　　　　　　　　　　　　Sg − Af ・
‘
xv ’bm ・1輔 ・ 　 　 　 （・）

を測度テ ン ソル 9ikで変分する こ とに よ り求ま る．こ こ で 問題 なの が作用 の 各項に現れる 2 つ の結

合定数 A （宇宙定数） と G ＝ 11κ （重力定数）が次元 を持 つ こ とで ある．　− rcに次元 を持 つ 結合

定数を含む場 の 量子論は摂動 論的 に繰 り込みが不 可能 な発散 を引き起 こ す．さらに作用積分 の 第 2

項 、すな わち Einstein項は正 定値ではな く、そ の ため単純な摂動論的真空は局所的な曲率の 揺 ら

ぎに対 して不安定 とな っ て い る．こ の 困難に対処 する理 論 して 最も注 目され て い る の は超弦理論で

ある こ とは よく知 られて い る．しか し、Einstein重力 の 非摂動的な量子化 の 可能性が否定されたわ

けではな い ．こ こ では重力 の 非摂動論的量子化 につ い て 、 QCD や 2次元 重力などで研究 された過

去の 知見 を手本に して進行 して い る研 究の 現状を我 々 の 仕事を中心 に紹介す る．

2　 2 次 元重 力 ： ミ ニ 究極 の 理論

　2 次元重 力は単に 4 次元 の 簡 易版 とい うだ け で はな く弦 理論の 基礎 で もあ り、 さま ざまな角度

か ら研 究 され て きた．こ こ で は連続理論 ・格子理論 ・マ トリ ッ ク ス 理論 とそれ ら相互 の 関係 を簡 単

　
1

この 原稿は、京都大学基礎物理 学研究所研究会
， モ ン テ カル ロ 法の 新展 開 2，

で の 講演 （2000．10．31）概略で あ る

　
2E −mail ： yukawa ◎koryuwO2．soken ，ac ．jp
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に説 明す る．

2．1　連続理論 一　Liouville理 論 ［1】

　2 次元 重力は次 の 分配関数で 定義され る ：

　　　　　　　　　　　　　　・・
− 11綴辮 即 ・　 　 （・）

こ こ で Sg は Einstein−Hllbertの 重力作用 （ただ し 2次元 で は Einstein項は トポロ ジ カ ル な定数）、

また Sf は Polyakov 作用 と も呼ば れ る c 個の ス カ ラ
ー

揚 ｛fa｝の 作用

　　　　　　　　　　　　　Sf一嬬 1婦 幽 尸昴 　　　　 （・）

vol （dが∫）はゲ
ージ体積 、 す なわ ちゲージ不変性に よる積分の重複 を帳消 し にするた めに導入．汎

関数積分の 測度は ノル ム

・ 靹 ・
・

− fd2・ v9（・’kg ’M
＋ u ・

’lgkM
）・9il69・m

　　　　　　　　・ ・f’
・f ・

・
− 1緬 ・fa・fa

（4）

（5）

で 定義され て い るが、重力理 論の 特徴は測度が 場の 変数 g齢 に直接依存す る こ とで あ る．こ の まま

で は積分 実行 の 見通 しが よ くない の で、通常、固 定 した測度テ ン ソ ル 上 で の汎関数積分に書き換

え る．重力理論 は
一般座標変換に つ い て 不変で なければ な らな い か ら、こ れはゲ

ー
ジを固定する こ

とに あた る．2次元 では等角写像変換 につ い て も不変で あるこ とよ り、次の よ うな コ ン フ ォ
ー

マ ル ・

ゲージが選 ばれ る、

　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x ）− g（x ，
r ）edi（

x ）．　　　　　　　　　　　　 （6）

通常、2 次元 重力で は トポ ロ ジ
ー

と して 表裏 の あ る閉 じ た空間 を考え る．ま た 、r は トポ ロ ジーの

モ ジ ュ ライ である，

　さて 、分配関数の積分で あるが
，
それ を詳 しく述 べ る時間 が ない の で そ の結果だけを書 くと

，

z・
− 1d・1囮 ダ

5 ・（¢ ・G）
（7）

となる．2 次元重力は古典的に は コ ン フ ォ
ー

マ ル 変換不変で あるが、それ に もに もか か わ らず eq ，（7）

には コ ン フ ォ
ー

マ ル ・モ
ー ドに 依存する LiouVille作用

　　　　　　　　　　　5・圃 一

c

纛
51d2

嫡 （ig’ka ・diakip・ 盆φ）　　　 （・）

がゲ
ー

ジ固定 の 結 果現れ る （コ ン フ ォ
ー

マ ル
・ア ノー

マ リ
ー
）．LiouvMe 理論の 重要 さは こ の積分が

解析的 に 実行 可能 な こ とで あ り，そ の 結果は ZA を ZA の Laplace逆変換 し た もの とす る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　z4 彎
》

Acr
−3eA ・A 　 　 　 　 　 　 　 （9）
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とな る．こ の とき Or（string 　susceptibility ）は、　h を genus（ハ ン ドル ）数 とする と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1 − h
　　　　　　　　　　　　　　　　 ［c

− 25 −
（25 − c）（1 − c）］＋ 2 　 　 　 　 　 （10）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7 ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 12

で 与え られ るが 、c が 1 と 25 の 問で虚数 となる の は系 の 不安定性 と関係 して い ると考え られ て い る．

一
般に 7 が正 （c ＞ 1）の ときはくびれ の あ る面 の ほ うが 1 つ の 膨 らんだ面よ り大 きい エ ン トロ ピー

を持 つ こ とが知られ てい る （c ＝ 1 の 壁 と言 われ て い る）．ZA を Laplace変換すれ ば 〜（A − Ac）
2−c「

だか らこ の 系の平均体積は 〈 A ＞ 〜 紀 、すな わち A → 現 で 体積無限大 の 極限を得る ．

2．2　格子 理論 ［21

　分配 関ta　eq ．（2）を数値的に計算す るために QCD にな ら っ て 空間を格子化する．具体的に は 2 次

元 面 を正 3 角形 で 分割す る．3角形 の 数 と トポ ロ ジーを固定 したカ ノ ニ カ ル ・シ ミ ュ レーシ ョ ン で

は Einstein−Hilbert作用 は定数 とな り Polyakov作用か らの 寄与だけが残 る：

　　　　　　　　　　　　　　　・算
・

一 詑Σ（雌
一
∫2）2．　 　 　 　 　 　 （11）

　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 α ＝1 囮

こ こ で 和 は 3 角形 の 辺 ［ik］に つ い て と る．ス カ ラー揚 澤 は 頂点 i上 で 定義 されて い る．一方、格子

理 論 に おけ る 測度テ ン ソ ル の 積分は 三 角分割 の仕方をすべ て 足 し 挙げる こ とに よ り実行 され る．MC

法 を用 い た シ ミ ュ レ ーシ ョ ン で は 、測度テ ン ソル の 積分 は Metropolis法 で 、 また物 質場 の 積分は

heat −bath 法を採用す る ．可 能な 3 角 分割 の 配 位 を 作る に は 、2 つ の 隣 り合 う 3 角 形 に 共 通す る 辺

を取 り除き、対角 の 位置に あ る 2 つ の頂点 を結ぶ 辺 に 繋ぎか え る fiip−flop操作をラ ン ダム に 選ん

だ辺 に つ い て 行 う．

　こ の 他に 3角形 の 数を変化 させ る グ ラ ン ドカ ノ ニ カ ル 法が とく に rrの 計算に有効で ある．こ の

場合は ラ ン ダム に 選 んだ 辺 を取 り除く こ とで 3 角形 を 2 個減 ら し た り、逆に 1 つ の 頂点 とそ こ か

ら出 て い る 2 つ の 辺 を選び 2 つ の 3 角形 を新 し く作る操作を繰 り返す。特に グラ ン ドカ ノ ニ カ ル 法

で は、詳細 つ りあ い 条件は

　　　　　　　　　　　　　　　　矩 ・ ・鶚脇 　 　 　 　（・2）

とな るた め、ある配位 α か ら作 られ うる異な る配位の 数 Na を考慮 して、こ の 条件 をを満たすよ

うにす る事が必要で あ る ．もし Wa や N
α
が簡単に求め られ る場合は Pa → β として

　　　　　　　　　　　　　　　　　剛 ・彊艶｝　　　　　　 （・3）

ととれば良い が、今回 の よ うに Na を求め るの が手 間取 るよ うな場合は 工 夫する必要があ る ［4］．

2 ．3　マ トリッ クス理 論 ［3】

　連続理 論 と格子 理 論 を関係付 け る理 論 と し て マ ト リッ クス 理論が あ る．こ の 理論は次の 分配関数

で 定義 され て い る ．

　　　　　　　　　　　　　　z　一 　f【dM ］．
rNtr

（SM2−9M31・　 　 　 （・4）
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こ こ で M は N 　×　N 　Hermite行列で あ り、 行列 の積分は

　　　　　　　　　　　　　　　圃 ＝ n 脳 κn 騒 ・ 　 　 　 　 　 　 （15）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＞h　　　　 i＞k

で定義 されて い る．連続理論 と格子理論 との 対応は Z を結合定数 g で展開 して み ると
一

目瞭然で

ある．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　z　・・　29”

　z・ ， 　 　 　 　 　 　 　 （16）

　　　　　　　　　　　　　　　　Zn 〔x ＜ （trM3 ）
n

＞ ．　　　　　　　　　　　　　 （17）

ただ し

　　　　　　　　　　　　　・ A（M ）・ ・ ルMIA 幽 ・

一咢齢 班 　　　　　 （・8）

こ の 積分はよ く知 られ た Gauss積分 であ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 く Mik ＞ ＝ ＝ 0
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　・ 脳 ・〉 一 麦贓 　 　 　 　 　（・・）

を 使 うと任意の 〈 A （M ）〉 が計算で き る ．こ の 際、各摂動項をグラ フ に あらわ すと 2点 関数が プ

ロ パ ゲ
ー

タ、trM3 が 3 点 バ ー
テ ッ ク ス に 対応 した網 の 目グラ フ に なっ て い る．実は こ の 網の 目グ

ラ フ と格子 理 論の 3 角分割グラ フ が 双対関係、すなわち 、 3角形 e バ ーテ ッ ク ス 、辺 e プ ロ パ

ゲ
ー

タ、頂点 e 網 の 目 の 対応 に な っ て い る こ とよ りマ トリッ ク ス 理論 と格子理論の 同等性が示 さ

れる ．

　連続 理 論とマ ト リ ッ ク ス 理 論の 関係は、マ トリッ ク ス 理 論の 分配 関数を直接計算 し Liouville理論の

結果 と比較する こ とで 調べ られ る．こ の 分配関数は行列 M を対角化 した表示 （ただし λ5 ＞ λk（i＞ k）

となる よ う順序付 けす る）で 表す と

　　　　　　　　　　　z イ恥 憙（・1　
一　A・）・

“N
　x ，　

v （””
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）・ 　SA2　．　gλ3・
こ の 計算は い くつ か の 方法 で な され て い るが 、そ の 結 果例 えば N が大き い 極限で は

　　　　　　　　　　　　　　　　Zrv （A − Ac）
5／2

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＿Aa2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9 ＝ e

とな り ち ょ う ど Liouville理 論の h ＝ 0
，
　c ＝ 0 の 場合 と

一
致 する．

（21）

（22）

（23）

（24）

3MC 計算 とその 解 析

　紙面の都合上 こ こ で は結 果 の 詳細には触れずど の よ うな計算が行われたか を簡単に 述べ る．
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3．1　 2 次 元 シ ミ ュ レーシ ョ ン

String　susceptibi 苴ty　7151 グラ ン ドカ ノ ニ カ ル法で行 っ た ．トポ ロ ジ
ー

は ハ ン ドル 数 h ・＝ O
，
1

，
2

　　 につ い て と り、また物質場 と し て lsingス ピ ン を n （＝ 0，1，2，
3

，
5）値各バ ーテ ッ ク ス 上 に 載

　　 せ た．臨界 点で の ク リテ ィ カ ル ・
ス ロ

ーダウ ン を回避す るた めに Wolffクラス ター法を用 い

　　 た．7 を求め るには 一AIV2を付け加 え て お き適当に A を選ぶ こ とに よ り

tnZ （N2 ＞〜 （7 − 3）lnN2 十 （Ac − A）！＞2 （25）

の第 2項 をなくす．c 鑑 1 の 壁 の 内部で は理論値 と計算値 が高い 精度で 致 した．

2 次元面の 複素構造 同 長 さ α 幅 b の 2次元導体の 電気抵抗 は R ＝ 艦（ただ し r は抵抗率〉だ か

　　 ら、これは局所 ス ケ
ー

ル 変換不変で あ る．三角分割に よ り求めた配位の 双対 図 （網 の 目グラ

　　 フ）を 2 次元 導体面 と考えて面 の 抵 抗率を測定し た ．トポ ロ ジー
は h ＝ 0， 1 に し、物 質場 と

　　 し て lsingス ピ ン を n ← 0
，
1

，
2

，
3）及び ス カ ラ

ー場を 3個まで の せた シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン をカ ノ

　　 ニ カ ル 法で行 っ た．完全な 2 次元面で ない こ と よ り抵抗率は測 る場所 によ り分布 す る．c ； 1

　　 の壁の 内側 では 面が大 きくなる に従い 分布がシ ャ
ープ にな っ て行 くが 、壁の 外 では逆に広 が

　　 る．こ れ は面か らブラ ン チポ リマ
ーに 移 り変わ っ て い くた め と考え られ て い る．

ス ケー
リング則 ［7］c ＝0（純重力 ）、 h ＝0（球面 トポ ロ ジー

）で は面 が 次の よ うな ス ケ
ー

リ ン グ側

　　 を満たす こ とが理論及 び シ ミ ュ レーシ ョ ン に よ り確か め られ た．ある 三 角形 か ら出発 しで r一

　　 ス テ ッ プで飛び 移れ るす べ て の 3角形 を塗 りっ ぶ す．それ は 穴 の 沢山あ い たぼ ろぎれ の よ う

　　 なもの で あるが、そ の 穴 が作 る ル ープ長の 分布 を測定す る と［8］

　　　　　　　　　　　　ノ（1，
・）華（・

−51’
＋ 1・一・／2

＋ 筆
・／・

）・
’X

， 　 　 （26）

　　 ただ し 、 x 　＝・　11r2、が ス ケー
リ ン グ関数．小 さい ル

ープか らの 寄与 （x
−5／2 項）は 、全 ル ープ

　　長 に対 して は r3 ／t612、全ル ープ数に対 して r311912 とな っ て い る （loは積分の 下限カ ッ トオ

　　 フ 長）．した が っ て こ の 面の フ ラクタル 次元は 4で あ り、 こ の ル
ー

プ の 平均長は カ ッ トオ フ長

　　 に等 しい ．一方、
一

番長い ル ープ （¢ V2 項 ）の 寄与 は全 ル
ー

プ長に つ い て は r2 、 全 ル ープ数

　　 につ い て は 1、すなわちこ の ル
ープは最外 郭の境界にあ た る．また、フ ラ ク タル 次元に つ い

　　 て の 寄与は 3 となっ て い る．2次 元面で は量子揺 らぎが 極端に大 きい こ とが特徴である．

3．2　 4 次元格子重力

作用関数 4 次元格子重力 の Einst，ein −Hilbert作用関数 は トポ ロ ジー
の 制限か ら

呼
子

窟 蜘
一
鵬 （27）

と書け る．ただ し Ni は i単体 の 数で あ る．物 質場 として ス カ ラ
ー

場を考え るな ら 2 次元 の と

き と同 じよ うに それを各頂点に置 けば良い ．今 Nv 個の ゲ
ー

ジ場を考え る とする とそれ は各
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辺 に置 くこ とに なる 團 ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Nv

　　　　　　　　　　5蠶1，

＝Σ Σ 0 （姻 鵬 ＋ 峨 ＋ A：，　｝
2
・　　 　 （28）

　　　　　　　　　　　　　　 α＝1｛tiゴk｝

こ こ で Atakは辺 ik　Eの ゲージ場で あ る．また 0 （砺のは 3角形 オ励 を共 有す る 4単体 の 数，モ

ン テ カ ル ロ 計算は 2 次元 の 場合と同様 に測度テ ン ソル の積分は Metrepolis法で 、物質場は

heaVbath 法で 行 う．可能な 3 角分割 を作り出す には （p，
6 − p）ム

ーブ （p 竺1， 2， ＿，5）と呼ば

れ る 5種類の 操作を行 うが 、これ らに は単体数の 変化が伴 うた めグ ラ ン ドカ ノ ニ カル 法 を採

用する．計算は作用関数に

　　　　　　　　　　　　　　・・
一 ・ ・ 菱（N4

一確
嘔

）
2
　 　 　 　 （29）

を人為的に加 える こ とに よ り N4 をある範囲に 止 め、κ を変化 させ 曲率の揺 らぎな どを測定

し相転移点を探す．以 下 に計算結果 を概略す る．

String　suseeptibility 【10】物質場がない 場合は相転移 は 1 次で転移点 で 7 ＞ 0で あ っ た．しか

　　　し、ゲージ場を 1種以上入れ有限サイズ ・
ス ケー リン グ測定を行 うと相転移 は 2次 らしく cr

　　 も負にな っ た．こ の こ とは連続極限が存在 しそ こ で の 面が安定 で あ る こ とを示唆 して い る．

Phase 　diagram 【11］4 次元 重力 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を複数個 の ゲー
ジ場 を リン クに載せ て行 っ

　　 た結果空間は 3 つ の 相を持 っ こ とが わか っ た．弱結合領域 （κ が 大）で の ポ リマ
ー相 と強結合

　　 領域で の crumple 相は物質場 を加 えな い 時か ら知 られ てい たが、ゲージ場 を載せ ると こ の 2

　　 つ の 相の 間に新 し い 相が現れ る ，こ の 相 の 7 は負で Hausdorff次元 は 4な い し 5で あっ た．そ

　　 こ で 我 々 は少 し希望的観測 も入れ て こ の 相を smooth （平坦）相 と名づ けた．crumpleg ，　mooth

　　 遷移 は 2 次 ら し く、こ こ に連続極限と して 重力場 が存在す る可能性 が期待 され る．

4　今後の 課題

　超弦理 論が最終 的 に 量 子 重力 を正 し く記 述 して い る と しても 4次元 重力が我 々 の 住む時空を記

述する 有効理論で あ る こ とは 確か で あ る ．しか し、それ が単純な摂動論 の 範囲で は量了
・
力学的に安

定な空間は な く、発散 を回避す る こ とが難 しい とされ て きた．今回、数値的な手法を用い た研究に

よ り、ゲージ場を 1 つ 以上 入 れ る と真空 は 安定に な りユ ニ バ ーサル な連続極限を持つ 場 の 理論 と

し て 存在す る 可能性 が出て きた．こ れ が我 々 の 求め る重 力か ど うか は 、4次元時空の 測度 を定め、

質量間の 力が 正 し く求 ま る こ とを確 かめ る必 要がある．
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