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1　 は じめ に

　1900年代の 初め の 頃，C．Caratheodoryは ”Caratheodory’s　principle
”

と自分 で展 開 した数学的

定理 をもちい て ，状態関数 3 と積分因子 1／T 存在を推論 yた，と McGraw −Hill版 Encyclopedia

of　Physics［1】は述べ て い る．そ の 後，多くの 出版物に よ り，それ が導か れる，証明 され る と発展 し

た．こ の よ うな なか で表題 の 条件云 々 は ど うい うこ とか．存在の 証 明 の 済ん で し まっ た後で ，存

在の 条件 とい っ た らさ しず め愚行 を疑 われ て も止む をえない ．しか し ， 著者に は うえ で 論拠，結

論 とし て い る第二 法則 もエ ン トロ ピ
ー

もほ とん ど同 じもの の よ うに思 える．こ れ ら の 関係はあま

りに も近 縁で あ っ て ，

” tautology” の危険す ら感 じ る．実際，次の熱 を表す微分形式

　　　　　　　　　　　　　　 ω
q
− dE ＋ pdV − pa　dN 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

の 可積分性を決定する の は，そ の 中に現れ る関数 p とか 関数 μ で あ っ て
， 第二 法則で あ る とは ど

うし て も思えない ．こ こ で は ω g の 可積分性 の 可否に つ い て ， Robenius の 可積分性定理 ［2］，［3】，［6］

にそ の根拠 を求 める こ とにす る．

2　 Froben 三us の 可積分 性定理

　こ こ で 可積分性 とは ，熱 を表す微分形式 ω q につ い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　 dS ＝ βω q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2）

の よ うな 関ta　S と積分因子 βが存在する こ とである，古典的熱力学に と っ て は ，
こ の よ うな関数

が存在す る こ とそれが ， すべ て ， 唯
一

の 出発 点で あ っ た．Frobeniusの 定理 は ，ω g
の 可積分性 が

　　　　　　　　　　　　　　　　　dcvg；θ八 ω
，
．　 　 　 　 　 　 　 　 　  

を満 たす よ うな微分形 式 θの 存在 と同値で ある，と い う主 張で あ る （よ り数学 的 な精密 さを い え

ば ， 各点で こ の よ うな θをもつ 近傍が存在す る こ と）．こ こ で 未知tu　a ，
b

，
　c を もち い て
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　　　　　　　　　　　　　　　θ ＝ adE −t−bdV 十 cdl ＞
「
．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

の ようにお く．そ こ で （3）の 左辺 は

　　cltVq　 ＝ 　　dp〈 dV − dμ 〈 dハr

　　　　
＝ ［（∂P！∂E ）dE ＋ （Op／∂V）dV ＋ （∂p！∂N ）dN ］〈 dV

　　　　　　
− 1（∂μ／∂E ）dE ＋ （∂μ1∂v ）dV ＋ （∂μ1∂N ）dN ］〈 dN

　　　　 − ｛∂P／∂E ｝（dE 〈 dV ）＋ ｛一∂P1∂N − ∂μ！∂v ｝（dV 〈 dN ）＋ ｛∂μ1∂E ｝（dN 〈 dE）．

右 辺 は

　　　　θ〈 ω 9
竺 （・ dE ＋ bdγ ＋ ・dN ）〈 （dE ＋ pdV ・一・Pt・dN ）

　　　　　　　 一 ｛αP　− b｝（dE 〈 dV）＋ ｛− bμ 一
・P｝（dV 〈 dN ）＋ ｛・ ＋ αμ｝（dN 〈 dE ）

となる．こ の 左 辺，右辺 を比較 して，次 の よ うな未知数 （関数） a
，
b

，
c に関する連立一次方程 式を

得る．

　　　　　　　　　［鰐川刻一［謙 側 ］　　  

θが存在する こ とと ， こ の 方程式 に解 α
，
b

，
c が 存在す る こ と ，

が 同値で あ る ．こ の 連立 方程式 の 行

列 の 位数は 2 で あ り，そ こ で a
，
b

，
c を消去 して

　　　　　　　　　　0 ＝一
μ ∂P／∂E − ∂μ／∂V − ∂P／∂1V十 P ∂μ／∂E ，　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

を得 る．方程式 の 解 α
，
b

，
　c の 存在 と ，

こ の 最後 の 式の 成立 ，と は 同値で あ る （よ り，
一

般的な場

合に つ い て は本文 の 末尾 に附記 して あ る）．

以上 で 可積分性 の 証 明 を終 わ る ，エ ン ト ロ ピ
ー

や温 度 の 存在 を数 式上 で 強 力 に 制 限 す る条件 （6）

が古典的熱 力学の 枠組み 内 に 存在 して い る，

3　存在条件の 結果

　い まま で 考慮 されて い なか っ た条件 を新 しく入れ た状況 の 再検討 を試み る．当然 の こ とだ が ， も

し勝手 に p とか μ を選 ん だ の で は ， 微分方程式 で ある （6）は ほ とん ど成立す る見込みはない ．そ

の 結果，可積分性が なけれ ば ， S や βを出発点 とする 熱力学の 計算は存続で きな くな る．つ ま り

関数 p とか 関数 μ が こ の 条件を満たすか ど うか い ちい ち確か めた後で なければ，熱力学 を使 っ て

は い けない ，と い うこ とになQ．例えば理想気体の場合 ど うで あ ろ うか 。理想気体の p と μ は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2E
　　 　　　 　　 　　 　　P ＝

吾7 ，

　　　　　　　　　　　μ
＝器｛号　ln（N ）−tn〔v ）一塁in（E ）

一
茎ln（晝）＋c ｝，
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で 与 え られ る ［4］．実際に これ らを条件式 （6）に 代入 し て み る と

　　　　　　　　　 一　μ ∂P／∂E − ∂μ1∂v − ∂P／∂N 十 P ∂μ／∂E

　　　　　　　　　＝ 一讓｛号tn（N ）− tn（v ）一募tn（E ＞
一塁tn（晝〉＋ c ｝命

・

　　　　　　　　　　　鶚 （
1v
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 0

　　　　　　　　　　　＋語［斎｛号i・ （N ）−ln（v ）
一象n （E）

一彗i・ （1｝＋σ｝一寿］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝　 0

の よ うに条件 は満足 され て い る，当然の こ とだが ， p で も μ で も，上 の p と μ か ら毛筋ほ どずれ

て も直ちに可積分性は消滅す る．こ の ように して，理屈 の 建前 として は，熱力学の 開闢以来，扱

われ たす べ て の 個別 の 対 象に っ い て 同 じ よ うなテ ス トが 必 要 とな る．

4　 Gibbs 分布の 可 積分 性

　そ の他 に も，統計力学の 理論は Boltzmann の エ ン トロ ピーか ら始ま るわ けだが，こ の 統計力学

上 の エ ン トロ ピーが 古典的熱力学で い うエ ン トロ ピー
と
一

致す る か ど うか の 問題 が ある．こ れ は

前者が上 に 述べ た 存在条件 （6）を満た して い るか ど うか で チ ェ ッ ク で きるはずで あ る．統計力学の

一
つ の モ デル と して Gibbs分布 ［51

　　　　　ω n
− e「「〔F

−E ・〉， 7F − − ln（z （T ，
・v

，
　N ）），　 z （T，　v，1＞）一Σ e

−
7E ・

，　 　 （7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

に つ い て検討 しよ う．こ れ に従 う系が存在条件 （6）を満たす こ とを示 そ う．こ こ で Wn は系 の 微視

状態 π の 実現確率，En は微視状態 n の エ ネル ギー
， 7 ＝ 1／kT ，　 z （T ，

　v
，
　N ）は分配 関数．そ こ で

1 ＝ Σn
ω n を微分 し て得 られ る O ；d（ΣnWn ）＝Σn

ω n ｛d7（F − ．En）＋ 7（dF − dEn ）｝に お い て

E ＝Σn
ω nEn ， Σn ω ndEn 　＝− p　dV ＋ μ dκ と置 くと dF ＝一（F − E ）／7 御

一p　dV ＋ μdN が

得 られ ，こ れか ら

E 　； 　F 十
・
γ∂F ／∂7 ，

∂F1 ∂v
「
＝− P ，

∂F1∂N ＝
μ （8）

を得 るこ とが で きる，こ れ を （6）に 代入 し て 試すわ け だが，（6）で使用 され て い る 座標 系は ｛E ，
V

，
　N ｝，

うえ で 使 用 され て い る座 標系は ｛7 ，
V ，

N ｝で あ り ， （8）を直接 ， 代入する こ と は で きな い ．そ こ で ，

ヤ コ ビ ヤ ン を使 っ て ｛E ，
V

，
N ｝を ｛7 ，

V
，
N ｝に変換す る必 要 が あ る．それ を行 うと ，

一　μ（∂P／∂E ）レ ノ〉
一

（∂μ！∂y ）1＞，E
−

（∂P／∂2＞）E ，v 十 P （∂μ1∂E ）v ，N

＝　［一
μ（∂P／∂7）v，N

　 − ｛（∂E ／∂or）v，N （∂μ1∂V ）N ，rr　
一

（∂E ／∂γ）恥 （∂μ／∂7）v，N ｝

　 一
｛（∂E ／∂or）v，N （∂P／∂N ）cr，v

−
（∂E1 ∂N ），，v （∂P／∂7）　v，i＞｝

　 ＋P （∂μ／∂cr）v，N ］（∂or／∂E ）v，N （9）

そ こ で こ れ に （8）の 結果 を代入す る と
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（9） 一 ［
一
［羅 （一器）】

　　　　
一［8，（F＋・・71）轟（9tt）一轟（F ＋愕 ）晶（器）｝

　　　　
一
［晶（恥 冪協 （

一
鋤

一
轟 （F ＋僻 ）磊（

一劉

　　　　＋［（部 ）轟（9tt）］］（∂7〆∂E ）v，N

　 　 ＝　 0．

こ れ は ，Gibbs の モ デル か らで て くる （8）の よ うな性質 の 関数，っ ま りHelmholtz 関数 F が存在

条件 （6）の 解に な っ て い る こ とを示 し て い る，一
般的な結論 として ，Helmholtz 関数の 存在が，そ

の 系 の 可積分性 と裏 と表の 関係 （同値関係） になっ て い る こ とがわ か る．上 の 計算は Gibbsの 分

布とい う一
つ の 近似 モ デル に つ い て の話 で あ り， 多粒子系が存在条件 （6）を普遍 的に 満たす こ と

の 統一的な証 明 で はな い ，い ち い ち正否 を照合 し て ゆ く道筋に お ける
一

つ の 例である．

5　 あとが き

　以上は ，存在条件 （6）が
”

存在
”

す る こ との log三cal な顛末で あ る．ひ る が え っ て ，現 実の 物理

にお い て 温度 が存在 しな い ，エ ン トロ ピーが使えな い物理 対象な どとい うもの を考え る こ とが で

き る で あ ろ うか ，で き ない こ と をす べ て の 経験 が 示 し て い る，こ の 事実 は ， 自然界はす でに存在

条件 （6）を周 知 して い て ， こ の 条件 を広 く， ミス テ リア ス に満た して い るこ とを示 して い る，運

動す る物体が Newton の 第二 法則 に従 うこ とを知 っ て い る の に似 て い る．以上 ， 前 と ， 後に述 べ

た こ との 大きな落差 ， ギ ャッ プ こ そ が ， 熱力学の 基本的な性格を物語 っ て い る と思われ る ，つ ま

り熱力学はす で に ある条件に よ っ て 精妙に用意されたもの の み，それ以外はなにも扱 っ て い ない ．

熱力学に お ける平衡状態の 定義には，不 可欠 の 要素 と して の 可積分性が ある．どの よ うにそれ が

生み 出され る の か ．多数 の 粒子 か らな る系が なぜい っ も こ の よ うな微分方程式 （6）に従 っ て い る

か．存在条件 （6＞を 自然の 法則 と して あか らさま に仮定す るの は，あ くま で 経験則 と して で ある．

附記 ：1 一
般的 な場合 の 可 積分性

平衡状態は 内部 エ ネル ギー E と容量性 の 変数 Xl ，
＿

，
Xr で表 され る とする．熱を表す微分形式

ω9
＝ dE − Xldx1 − ．，− Xrdx 「

は ，示強性 変数 X1
，
＿

，
Xr が次 の 条件

Xi （∂x ゴ／∂E ）十 （∂x ゴ／∂の 嘉 Xj （∂x4 ∂E ）十 （∂x 乞／∂m ゴ
），　乞く ゴ，　 i，ゴ； 1，

＿
，
r．

を満 たす とき，そ の とき に 限 っ て 可積分 となる、

（10）

（11）

証明 ； F！robenius の 定理 ［2］，［3】，［6】に よ っ て ，可積分性は各点 の 近傍で dtVq＝ θ〈 ω q を満たす 微分
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　 形式 θが存在す る こ と と同値．こ こ で θ＝
α dE ＋ Σ廴1 う揮♂ と置く．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　（in・
q

− 一
Σ（∂Xl1 ∂dE ）dE 〈 d・

’一Σ｛∂X 」1∂x
’　一∂Xi／∂・

ゴ
｝d・

’
〈 d♂．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝tl 　　　　　　　　　　　　　 iくj
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 ア

　　　　　　θ〈 ω
，

一 一Σ｛aX ・＋ bi｝dE 〈 d♂一
Σ｛b・・x 厂

わ
ゴ
Xi｝dx

’
〈 dxゴ．

　 　　 　　　 　　 　　 　　 i＝ 1　　　　　　　　　　　　　 i〈 ゴ

　 （5）にお い て右辺 ， 左辺 の 比較か ら未知数 α
，
δ唇，

i ＝ 1
，
＿

，
r に関する下記 の

一次連立方程式を得 る，

　　　　　　　　　　　α Xi 十 bi　＝　∂Xi1∂E
，　i＝ 1

，
＿

，
r

　　　　　　　　　bi・x
广 bゴXi ＝ ∂丿（ゴ1∂xi　一∂x ，1∂x ゴ

，
　 i 〈 ゴ，

　i
，ゴ＝ 1

，
＿

，
r．　 　 （12）

　 θの 存在 と方程式 （12）が解 α
，bε， i ； 1，

＿
，r を も つ こ と と ， さ らに （11）が同値．　Q．E ，D

附記 2： 積分 因子 の 存在と一
意性

　積分因子 βは ，方程式 （∂ln（7）／∂E ）＝ 一
α

， （∂ln（7）／∂xi ）＝ − biによ っ て 定め られ る．積分因子

が示 強的な変数で あ る とい う仮定を追加する こ とに よ り，附 記 1 の 連立
一

次方程式 に α E ＋ b1ガ ＋

＿＋ わ7 ゴ ：：：　O が追加 され る，こ れ によ っ て α
，
bi

，
　i＝ 1

，
＿

，
r が

一
意的に 定 ま る ．

附 記 3 ：エ ン トロ ピー
関数の 存在

　上の 恥 obenius の 定理 は点 の 近傍で 成 り立 っ とい う形で ま とまっ て い る．こ れ に続き，存在条

件 （6）または （11）が成立する領域内で ，領域内の 点 q を通 る大域的な等ヱ ン トロ ピー
面 を，q を含

む連結成分 Sq とし て与える トポ ロ ジー
が存在する （Chevalley［7P ．Sgは極大 で あ る，つ ま り g

を通 る開集合として の 等 エ ン トロ ピー
面 はす べ て Sq に含まれ る．二 つ の Sq

，
Slに つ い て Sg ＝ se

ま たは Sg∩ 51 ＝ φ．　 Sgが 二 っ の 開集合の 和な ら，
一

方は空集合 φ．また UqSg　＝M ．
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