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鬮 1購iiiii諜 非線形最適制御

安定多様体の 近似 に よ る ハ ミル トン ・ ヤ コ ビ方程式 の 近似解法

坂 本　登
＊

AMethod 　for　Solving　the　Hamilton−Jacobi　Equation

　　　　viaApproximation 　of　Stable　Manifolds

Noboru 　Sakamoto＊
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1．　 は じめ に

　制御工 学 に お け る 最も基本的問題 の ひ とつ に ，制御

量 と状 態変数 の 二 乗和を制御過 程 で 時間積分 し た量 を

最小 に す る制 御戦 略 を 求 め る 問題 が あ る．こ の 問題 の

解 と して 得 られ る 制御則 は，フ ィ
ー

ドバ ッ ク とい う単

純かつ ロ バ ス ト性が高い 形 を取 り，工 学的 に 有用 で あ

る こ とが よ く知 られ て い る．対象 シス テ ム が 線形常微

分方程式 で 表 され る と き，こ の 問題 は，あ る行列方程

式 （リ ッ カ チ 方程式）を解 くこ とで ，線形状態 フ ィ
ー

ド

バ ッ ク の 形 で 解が 与え ら れ る．60 年代に得られ た こ の

成果 （LQ 最適制御）をベ ース に して ，線形制御理 論 は そ

の 後大 き く発展 し，90 年代 に H °°
制御理 論 と して 完成

され た，現在，線形制御理論が産業界 の 様 々 な場面で

重要 な 役割 を果 た して い る こ と は ，多 くの 工 学 系 関 係

者の 良く知 る と こ ろ で あ る．

　LQ 最適制御 とほ ぼ 同時期 に，対象 シ ス テ ム が 非線形

方程式 で 表 され る 問題 も研究 さ れ た が
6：bt こ ち ら の 方 は

現在なお適用が困難 で ， 産業界 で の 応用 は ほ とん ど報

告 さ れ て い ない ．そ の 最 も大 きな理 由は，リ ッ カ チ 方

程式に 対応す る方程式 を 解 く手段 が な い こ と に あ る．

こ の 方程式 は，ハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ 方程式 と呼 ば れ，最

適制御 に 限 ら ず多 くの 場 面で 非線形制御 理 論 に 現 れ ，

こ の 分野 の 実用性 を阻害 し続 け て い る，

　本解説記事 で は，著者ら が 近年開発 し た ハ ミ ル ト

ン ・ヤ コ ビ方程式 の 近似解法
S／を 紹介す る ．従来多 くの

近似解法が 提案され たが ，い ずれ も実用 に は 不十分 で

あ る とい わ れ て い る
2）．こ こ で 紹介す る 解法 は ，著者 ら

が 過去 に 行 っ た 幾何学的研究 に 基づ い て お りS・10），そ の

自然 さ と計算機 で の 実行性 な どか ら，従来研 究 と は著

しい 違 い が あ る と考 え て い る．まず第 2 節 で 最適制御

とハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ方程式 の 関係 を述 べ
， 第 3 節 で

は，リ ッ カ チ 方程式 の 理論を概観 した上 で，ハ ミル ト

ン ・ヤ コ ビ 方程式 の 解 の 幾何学理論 を 解説す る．こ れ

に よ る と，解 （関数）を 求め る こ と は，あ る 種 の 曲面 を

構成す る こ と に 帰着 さ れ ，制御理 論 で 重要な安定化解

は，あ る ハ ミ ル トン 系の 安定多様体を求め れ ば よ い こ

とが わ か る．第 4 節 で は，安定多様体 の 近 似 理 論 を示

し
，

そ れ が い か に し て 安定化解 の 近似的構 成 に つ なが

る かを解説す る，こ の 近似 ア ル ゴ リズ ム の 特徴 な ど に

触 れ た 後，第 5節 で は，い くつ か の 適 用 例 で そ の 有 効 性

を示す．

2．　 ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式 と最適 制御

　 m 入力 r 出力をもつ 制御シ ス テ ム

　　　・儲潔
＋ glxlu

を考 え る ，こ こ で ，状態 κ ω の 次元 は n と し，写像 f，

g，h は 十 分 に 滑 らか で ，　f（0）＝ O，　h（O）； 0 と 仮 定す る，

最適制御問題 ： Σ
1
に対 して ，次で 与え ら れ る評価関

数 を最小 に す る 入 力 （最適入力）を 求め よ．

・（x ・ ，・ ）・f小 ω卿 ）
「
Ru 〔t）・dt

＊

　 名占屋 大学工 学研究科

　 Graduate　School　ofEngineering ．　Nagoya 　University

こ こ で ，Xo は Σ の 初 期 値 を 表 し，　g （兀）は正 定 関 数，　R は

正 定 な 対称行列 とす る．
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　あ る 関数 v （x ），v （0）＝ 0 が 次 の 条件 （P，（ii）を満 た す

と す る ．

i） 夥掴 一嶋g／fg〔x ｝R− 1
・ 〔・ゾ誓・ q （x 〕一 ・

・i） 姻
一
麦・

−1

・ 研 黔 ま漸近錠 な ベ ク ト嚇

こ の と き，最適入力 は次式で 与 え られ る ．

　　　u ＝一巷R
−w 詈

i）に あ る v に 関 す る偏微分方程式 を ハ ミ ル トン ・ヤ コ

ビ方程式 と よ び fi／，　 ii）を 満 た す解 を安定化解 と よぶ ．

　こ の 形 の 偏微分方程式 は ，最 適制御以 外 に も，H
°S
制

御理 論
d111や ，消散 シ ス テ ム 理 論

11・3・4 ／

な どに も現 れ る，ま

さ に シ ス テ ム 制 御理 論 に お い て ユ ビ キ タ ス な 方程式 と

い え る．

　3． ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式の 安定化解

　第 2節 の 方程式 を含む 形 で， 般 的 な ハ ミル トン ・ヤ

コ ビ方程式 を次式 で 表す ．

　　　〔H 」〕 〆姻 一
圭〆 尺 帥 ・ q 〔x ｝・o

こ こ で ，未知 関 ft　V （x ）に 対 して p ニ （∂V／∂x ）T とす る，例

え ば，最 適 制 御 型 な ら R （x ）＞ O，q（x ）＞ 0，　 Huu 型 な ら，

R （x ），q（x ）は 正，負 い ず れ の 値 も と りうる．また ，　 H ＝

〆細 一圭〆・ ω … ω をハ ミ ル トニ ア ・ と よ ぶ ．（H ・）

の 安定化解 と は
，

ベ ク トル 場 f（x ）− R （x ）p （x ）が 漸近安

定 とな る 解 V （x ）の こ とをい う，

　線形 シ ス テ ム の 場合，f（x ）＝Ax，　R （x ）＝R （定数行列），

g 〔x ）≡　．xTQx とお き，V （x ）を対称行列 P の 二 次形式 に 限

れ ば，方程式（HJ）は よ く知 られた代数 リ ッ カ チ 方程式

が得られ る．

　　　 （RIq 　　PA ＋ AlP − PRP ＋ e ＝0

こ の と き ， （RIC ）の 解 で A − RP が 安定行列 とな る もの

をや は り安定化解 とい う．また，

　　　Harn ・

（冨 ）
は ハ ミ ル トン 行列 と よ ば れ る ．次 の 定理 は ，線形 制 御

理論 の 発展 に お い て 非常 に 重要 な 役割を果 た した 1・71／．

定理 1． （RIC ）に安定化解の 存在す る た め の 必 要十 分条

件 は，以 下 の 二 つ が 成 り立 つ こ と．

1・   ・纏 数蜩 有値 を もた な ・

IE．  1・ 〔9〕・ ・
2n

こ こ で，E一は，安定 な n 個 の 固有値 に 対す る Ham の
一

般化 固 有空 間 で あ る， E．の 条件が 成 り立 つ とき，

　　　・・覗 ・〔裂夙 ・1 畝 安定行列

と表せ ば，（RIC ）の 安定化解 は，　 P ＝τ
2T1

−1
で 与えられ

る．

　換 善すれ ば ，安定化解 は ハ ミル トン 行列 の 作 る線形

流 れ に 関 し不変 な 空 間で ，そ こ へ 制限 し た 流 れ が 原点

に 収束す る よ うな部分空 間 に等 しい ．こ の 幾何学的理

解 は，非線形 シ ス テ ム へ 移行 す る と きに 非常 に 重 要 に

な る．

　 さて ，ハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ方程式 で は，次 の ハ ミル

トン ベ ク トル 場 （ハ ミ ル トン 系）が ，リ ッ カ チ 方 程式 の

理 論 に お け るハ ミル トン 行列 と同 じ役割 をす る．

　　　x
・ （・，P）・儲

…・齧・一詔・ …
一
劉

こ れを具体的 に 計算す る と，

圄 一慕∴華 顯
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1）

とな る．こ こ で，f（x ）＝Ax ＋ 0 （lxl2），R （x ）＝R （0）＋ O （lxl）．

q（x ）＝xTQx ＋ O （lx13）と表 す と （A ，　Q は 適当 な定数行列 ），

XH は 次式 の よ うに ，ハ ミ ル トン 行列 を 坩 い て

　　　X
〃 〔… ）… m （S）・ ・ 〔〔国 ・ ［・ D

’

）

　　　… ・（淵 1〕）
と 表せ る ．こ の と き ， 次 の 定理が 成 り立 つ ．

定理 2．1° IHam
を Hamilton行列 とす る Riccati方程 式

　　　 PA ＋ AT − PR 　（O〕P ＋ 9 ＝0

が 安定化解 を もつ な らば，（HJ）の 安定化解が 原 点近傍

に 存在す る ．

　定理 2 は，次 の 補題 を用 い て 示 さ れ る．

補題 3．1°．b　 Ham が 虚 軸 上 に 固有値 を もた なけれ ば ，　XH

の 安定多様体 は 口∫積分条件 を 満 た し，あ る 関 lk　V （x ）が

存在 して ，安定多様体 を p ＝ （∂Vl∂x ）T
と表す こ とが で き

る．

　補題 3の 関数 V （x ）が 求 め る安定化解 に な る ，なお，シ

ン プ レ ク テ ィ ッ ク 幾何学 を 用い た ハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ

方程式 と そ の 安定化解 の 解析 に つ い て は，拙論
S．1 を参照

さ れ た い ．

4．　 安定化解の 近似計算法
91

さ て ，前節 まで で ，非線形制御系 の 設計 に 必要 なハ

18 シ ミ ュ レ
ー
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ミル ト ン ・ヤ コ ビ 方程式 の 安定化解 は，ハ ミル トン 系

の 安定多様体 を求 め れ ば よい こ とが わ か っ た ，本節 で

は，安定多様体を逐次的 に近似す る こ と で
， 安定化解

を近似的 に求 め る 手法を紹介す る．

　次式で 表 され る常微分方程式を 考える．

　　　｛
　　　　 x ； Fx ＋ f（x，　P）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2）
　　　　 P ＝− FTp ＋ 9 〔x，　P｝．

こ こ で ，F は漸 近 安定 な 実数行列 で ，　f，g ：Rn × Rn − Rn

は C ・級 （r ） 2）と す る ．関数 の 列 を次 式 で 定 め る．

〈
・k ・ ・… ξ・露〆 ・・一・

！八 s，　Xk ｛S），　Pk 〔・｝）ds

Pk．1
一ヂ｛ 一、・

・网 齢 ・蹟
（3）

　 for　k ＝ 0，1，2，＿，

　　｛
　　 x

。
＝ eF

「

ζ

　　 P エ｝
＝0

こ こ で ζ∈ Rn は 任意 の パ ラ メ
ー

タ とす る ．

定理4．上 記の 仮定 の ドで xk （∫，ζ），Pk（t，　g）は 1一分 小 さ

な 圏 に 対 して t に 関す る収束関数で あ る，す な わ ち，

xk （t，ξ〕、　Pk 〔t，ξ｝→ Oas　t → oo 　for　all　k＝O，1，2，，

さ ら に ，κ汐，ζ），Pk（t，ξ）は，　k−・。 。 の と き（2）式 の 解 に

［O，。。 ）上
一・

様収束す る ．x （t，ξ）， p （t，ξ）を Xk （t，ζ）， ρk （t，

ξ）の 極限関数 とす る．こ の と き，κ （t，ξ），p （t，ζ）は （2）の

安定多様体 上 の 解 で あ る ．し た が っ て ，x （t，ζ）tp （t，ξ）

− Oast →・。が 成 り立 つ ，

　定理 4 に よ っ て ，安定多様体 の 近 似 （媒介変 数表現）

｛〔Xk （t．ξ），　Pk（t，ξ川ξ∈ Rn，1ξ1： 卜分 小 ，　t ） t
。 〉（4）

を得る こ とが で きる．

　こ れ を使 っ て ハ ミ ル トン ・ヤ コ ビ 方程式 の 安定化解

を 近似す る 手順 は 次 の よ うに な る．

（i） 与 え ら れ た ハ ミ ル ト ン ・ヤ コ ビ 方程式 （HJ ）か ら

　　 リ ッ カ チ 方程式（RIC ）を求 め，そ の 安定化解 P ＝

　　 r を求 め る．

（ii） ハ ミ ル ト ン の 正 準方程式 （1）の 線形部分 を ブ ロ ッ

　　 ク 対角化 し，（2）に 対応す る微分方程式を求め る，

　　 こ の と き，A − R （0）F が （2）式 の 行 列 F に対 応す る ．

（iii）定理 4 を必 要 な精 度 が得 ら れ る まで 繰 り返 し，元

　　 の 座 標 に戻 っ て，安定多様体 の 近 似 の 媒介変 数表

　　 現 （4）を 求め る ．

（iv） （4）式 を グ ラ フ の 形 1（x ，p ），lp＝p （x ）｝に 表せ ば，

　　 p （x ）； （∂V／∂x ）
T
で あ り，こ れ か ら フ ィ

ードバ ッ ク

　　 制御則 は 求まる ．

さ らに，本計算手法 の 特徴 や 注意事項 をま と め て お く．

）a

）b

C

＞d

e

計算 ア ル ゴ リ ズ ム （3）は 漸化式 で 与え られ て お り，

計算機 で 実 行す る の に 向い て い る．さ ら に ，非線

形性 が 多項式 の 場合，積分計算 は部分積分を繰 り

返す こ と で 解析的 に 実行す る こ とがで きる，ただ

し，こ の と きは 項数が 精度 k につ い て 指数的 に増

加す る．

方 ，ア ル ゴ リズ ム （3）を数値的 に処 理 す る こ と

も可 能で ，こ の と き，精度 た の 増 加 に対 して も言1
算 量 が 全 く増 加 しな い とい う利点 が あ る．

こ の 計算 で 求 め て い る もの は，安定化解 の 偏微分

で あ る が ，実 は，フ ィ
ードバ ッ ク則 に は解 の 偏微

分 が 用 い られ る の で ，近似解 を 求め て か ら そ れ を

偏微分す る とい う従来 の 手法 よ り，安定化能力 に

お い て 優 れ た近似手法 とな っ て い る．

ヒの 手 順 〔iv）に あ る グ ラ フ 表現 化 に は，　MATLABC
’）

の griddatan と inし ern を用 い る．

ξに 対す る 仮定 の た め ，安定多様体 の 近似式 （4）

は ，通 常小 さ い 領 域 に な り，制御器 と して 使 うの

に は適 さ な い ．しか し，安定多様体の 不変性 （解

が こ の 多様体．ヒに あ れ ば，すべ て の 時刻 で 解 は こ

こ か ら離 れ る こ とは な い ）に よ っ て，k を大 きくす

る に つ れ て t を あ る負の 値 t
。
よ り大 きい 半無 限 区

間 ［t
。
，。。 ）で 動 か す こ と が で きる．こ れ に よ っ て ，

精度 k を上 げる こ と で 領域 を拡大す る こ とが 可能

に な る （図 1参 照 ）．こ の 拡大 は ，安定多様体 が 存

在す る 範囲内で 任意 に 繰 り返す こ とが で きる ．

5． 計 算例

　本節 で は，　 1つ の 例 を使 っ て 実際 の 計算が ど の よ う

に行 わ れ る かを解説する．こ こ で は L2 次元 の 例 を紹

介す る が ，3 次 元 シ ス テ ム へ の 適用 例 と し て ，航空機の

ス ト
ー

ル 回 避制御則 の 設計 13：が ある．

1412

Po80604D

．2

o　　　 o2 　　　 04 　　　 0、b　　　 os

　 　 　 　 　 　 　 　 　 X12
　　　 14 　　　 1fi　　　 19

図 1　 4＝ 0．42．負時 刻一〇．8 まで 拡 大

平成 20年 12月 19

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

224

5．1 数値例

1次 元 最 適制 御 問 題

　　 1 ＝ x
− x3 ＋ u

　
夢4212

　
十

，

r旦
2厂渥

は ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式

H ・ P （x − x3 ）
一
歩ρ

2
＋9x2・o

の 安定化解 を求 め る こ と で 解 ける．正準方程式 は

　　　｛獅 噺 ．
qx

とな る．手順 に 従 っ て 対角化 した 正 準方程式 は

剛
一

漂 ノ）磁 湘農。，）・
と な る．こ こ で

　　　 x 〔xZp り＝xt − （1 ＋ 画 万 ｝〆，

　　　 P 〔xZp
’
｝＝（r ＋

〉師 ）κ
’
＋ q〆，

で あ る．k ＝L ＿，4 と して 繰 り返 し計算 して 求 め た安定

化解 の 近似 の 様子を図 1に 示 した．原 点 で の 接線 は リ ッ

カ チ 方程式 の 解 に な っ て い る こ と に 注意 され た い ．ま

た，肋 状 き くな る に つ れ て 最適解 に
一

致す る領域が 拡

大 して い る 様子 が 観察 で きる．

　5．2　非線形 バ ネ ・マ ス系の制御

　次式（5）で 表さ れ る 非線形 ば ね に つ なが れ た質量 m の

質点 を 外力 u に よ っ て 制御 し
， 評価関数 ノ を最小 に す

る問題 を考え る ．

　　　 嘛 ＋ κx ＋ εx3 ＝u 　　　　　　　　　 （5）

　　　・ ・ f（・・
＋ ・・

2
）・2 … dち

こ こ で x は釣 り合 い の 位 置 か らの 変位 を 表 し
，

κ と ε は

線形，非線形 ば ね 定数 で あ る．以 下 で は
， 簡単 の ため

m ＝1，κ ＝1 と し て 話 を進 め る．こ の 最適制御問題 は 次

の ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程 式 の 安定化解 が 求 ま れ ば 解

け る．

　 H ・ fU酬
一

・
一

・・
3

）・・
一去・z2＋Sx2＋きk2 …

対応す る ハ ミル トン 系 は

　　　倒・〔与 鵬 膿 ：；1）・ …

　　　A ・鴎 い・（1？）・　Q − ・2

　　　f（・ ・P〕・〔一蹴 ・〔x ・・P）・〔
3
蝋）・

と なる．適当な線形変換 T に よ っ て （6）は ブ ロ ッ ク対角

4

2

L
　 　 　 　 1dx

　O −1　　　　 −2　 L

図 2　解 の 偏微分 ∂V／D± と線 形解 の 第 二 成分

．2

　　　　　　　 ノ
化 さ れ，座標系（彡

’）＝T（＄）にお い て 次式 の ように な る．

剛∵ 一。制（｝；）・（獅 ：1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）

こ こ で ，r は線形近似 して 得 られ た リ ッ カ チ方程式の 安

定化解 で あ る．（7）式 に 対 して ，安定多様体近似 ア ル ゴ

リズ ム を k ＝2 ま で 適用 し，制御則 に 必要な ∂V！諏 を 求

め た の が ，図 2 で あ る ．図 中，半透明 で 描 か れ た平 面

は リ ッ カ チ 方程式 の 解 （の偏微分 第二 成 分）で あ る．二

つ の 曲面 が 原点で 接 して い る こ と に注意され た い ．す

な わ ち
， 得 ら れ た 非線形制御則 は

， 原点近傍 で は線形

最適制御 に
一

致す る，

6．　 お わ りに

　本稿 で は，近年著者 らが 行 っ て い る ハ ミ ル トン ・ヤ

コ ビ方程式 の 近似解法 に つ い て 解説 し た．こ の 解法は

従来解法と異 な り，解そ の もの で は な く，解 の 微分 を

求め て い る．こ の 微分 の グ ラ フ は，幾何学的 に は，あ

る ハ ミ ル トン 系 の 安定多様体 をな して お り， 安定多様

体近似理論 に よ っ て 求め る こ とが で きる．なお，最適

制御 の 原 理 や 消散性 理 論 を用 い れ ば ，解 （関数）を 近 似

す る こ と も可能 で あ る．こ れ につ い て は，拙論
9；

を参照

さ れ た い ．紹介 した 近似 ア ル ゴ リ ズ ム は ，様 々 な 興 味

深い 特徴 を も っ て お り， 計算機 を 有効 に活用 し た 計算

が可能で あ る．今後 は，ソ フ トウ ェ ア 開発 を行い ，よ

り多 くの 適 用 例 を こ な し評 価 す る こ と を 行 っ て い く予

定で あ る．
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