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3.1 はじめに

剪断層のように，速度が急激に変化する薄い層

状領域内には外部に比べて強い渦度が集中して

いる．これを渦なし流に埋め込まれた厚さのな

い曲面として理想化したものが渦層あるいは渦

面である．渦線方向には一様，すなわち，2次元

的な渦層は，無数の点渦を並べた渦列の連続体極

限とみなすことができる．

渦層をはさんで両側の流速の接線成分は不連

続である．速度の不連続面は波状変形に対して線

形不安定である．これをKelvin-Helmholtz不安

定とよぶ．この不安定性は界面に沿う周期的な

渦度の粗密を促す．渦度の極大点を中心として界

面はらせん (スパイラル) 状に巻き上がり，その

中心にますます渦度が流れ込んでいくという循環

に陥り，らせんが膨れ上がっていく．このように

して，渦核が形成される．“浪雲 (なみぐも)”注1）

は，この上下波動の乱気流が可視化されたもので

ある 1)．渦管や渦輪は，剪断層やジェット界面の

巻き上がりを経て形成されることが多い．

この一連のプロセスを渦層によって記述しよ

うとする立場は自然である．2 次元渦層は平面

上の曲線とみなすことができ，この曲線の運動

は Birkhoff-Rott方程式という微分積分方程式に

よって支配される．しかし理想化されたモデルゆ

えの適用限界があり，しかも，この破綻が早めに
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注1）“cat’s eye”ともいう．

訪れる．たとえば，平らな界面のなめらかな無限

小変位から出発すると，非線形的な界面の成長段

階にはいる以前に，曲率が発散する点が界面上に

発現すると考えられている．これをMooreの曲

率特異性という 2)．

第 3回目は，有限時刻でおこる曲率特異性を

中心にすえて，Birkhoff-Rott方程式の解の振る

舞いについて考える．特異点の種がどこではぐ

くまれ，それがどのように目の前に現れるのか，

界面 (=曲線)パラメータや時間を複素変数にま

で拡張すると，その仕組みをとらえることがで

きる注2）．いったん特異性が出現してしまうと，

Birkhoff-Rott方程式はその役割を終えるが，現

象面からは，その後の渦層の巻き上がりの方が重

要である．最後に，Birkhoff-Rott方程式を正則

化して，特異性出現に対応する時刻の後の渦層の

非線形成長を追跡する試みを紹介する．

3.2 Kelvin-Helmholtz不安定

x軸 (y = 0)と一致する速度不連続面の 2次元

安定性を考えよう．y < 0の側，y > 0の側の物

理量をそれぞれ下付き添字 1, 2であらわし，基

本流を


U1＝ (U1, 0) (y < 0) ,

U2＝ (U2, 0) (y > 0)
(3.1)

ととる．界面に微小変動 y = η(x, t) を与えたと

き，この撹乱が成長するかどうかを調べよう (図
注2）本節で紹介する特異性に関する内容で数学的に正当化さ
れたものは多くはない．
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1)．流体は非圧縮で密度は一様，したがって，密

度は空間的にも時間的にも一定であるとする．ま

た，粘性を無視する．
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図 1 速度不連続面の変位

線形安定性解析に入る前に，境界条件について

説明を加えておこう．運動学的境界条件は，界面

上で，流速の法線成分が界面速度の法線成分と一

致することを要請する．両側の流体に対してこれ

を要請すると，界面で，流速の法線成分が連続的

につながる．渦度は速度不連続面に集中してお

り注3），それ以外の領域では渦なしである．運動

学的境界条件は，渦が流体とともに動くという

Helmholtzの第 2法則 (§1.3)と符合する．界面

をはさんで速度の接線成分は不連続であるので，

界面速度の接線成分は決められないが，接線成分

をどのようにとっても界面の形には影響しない．

しかし，界面の非線形発展の計算に適したとり方

が 1つある．それについては §3.4で触れる．

グラフとして与えらた界面を，曲線のパラメー

タ ξを用いて，

X(ξ, t) = (X(ξ, t), η(X(ξ, t), t)) (3.2)

とかこう．界面の運動速度は，ξ を Lagrangeパ

ラメータとみると，

∂X
∂t

∣∣∣∣∣
ξ
=

(
∂X
∂t
, ηx

∂X
∂t
+ ηt

)
(3.3)

である．添字付きの ηx, ηt は，η の，それぞれ，

x，t に関する偏微分をあらわす．界面の変形に

ともなう速度場の撹乱は渦なしで，その速度ポ

テンシャルを，各領域で，φ j ( j = 1, 2)とおこう．

界面の形は F(x, y; t) = y− η(x, t) = 0とあらわさ

れ，その法線ベクトルは ∇F の方向を向く．領域
注3）渦度は無限大である．

1の外向き単位法線ベクトル nは

n =
1

(1+ η2
x)1/2

(−ηx, 1) (3.4)

で与えられる．各領域 j ( j = 1, 2)の境界で，界

面速度 (3.3)の法線成分と流速の法線成分が一致

するという要請

は

ηt +U jηx = (1+η2
x)

1/2 (n · ∇) φ j at y = η (3.6)

とかける 3)．この形が運動学的境界条件の通常の

表現 DF/Dt = 0と同じであることはただちに確

かめられる．

線形安定性解析では，界面変位の振幅は波長に

比べてずっと小さい

|ηx| � 1 (3.7)

ことを仮定する．このとき，(3.6)は

ηt + U jηx =
∂φ j

∂y
at y ≈ 0 (3.8)

に帰着する．流体の密度を ρとすると，Bernoulli

の定理より，領域 j ( j = 1, 2)での圧力 p j は速度

ポテンシャル φ j と

p j

ρ
= −

[
∂φ j

∂t
+

1
2

(
U j + ∇φ j

)2
]
+C j (3.9)

によって結ばれている．ここで，C j = C j(t)は t

の任意関数である．力学的境界条件は，界面で圧

力が連続であること，

p1 = p2 at y = η (3.10)

を要請する．撹乱振幅が無限小のときは，振幅に

ついて 1次までで，

∂φ1

∂t
+U1

∂φ1

∂x
=
∂φ2

∂t
+U2

∂φ2

∂x
at y ≈ 0 (3.11)

となる．ここで，C1, C2 は，撹乱がないときに

圧力が連続になるようにとった．

n ·
 ∂X
∂t

∣∣∣∣∣
ξ
−

(
U j + ∇φ j

) = 0 (3.5)
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さて，界面の形を

η(x, t) = Re
[
eikxa(t)

]
(3.12)

とおこう．記号 Re[· ] は実部をとることを意味
する．流体は非圧縮 (∇·u = 0)であるので，速度

ポテンシャル φ j は Laplace方程式にしたがう：

∇2φ j =

(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

)
φ j = 0 . (3.13)

界面の形 (3.12)に適合する (3.13)の解は，領域

1 (y < η)では，

φ1(x, y, t) = Re
[
eikxe|k|yB1(t)

]
(3.14)

である．因子 e−|k|y を含む項は，y→ −∞の極限
で発散するので，除外した．領域 2 (y > η)では，

φ2(x, y, t) = Re
[
eikxe−|k|yB2(t)

]
(3.15)

である．このとき，運動学的境界条件 (3.8)は，

領域 1, 2側の界面上で，それぞれ，

ȧ + ikU1a = |k|B1 , (3.16)

ȧ + ikU2a = −|k|B2 (3.17)

に帰着する．上付きドットは時間微分をあらわ

す．力学的境界条件 (3.11)は，

Ḃ1 + ikU1B1 − (Ḃ2 + ikU2B2) = 0 (3.18)

となる．振幅関数は eσt 型，a(t) = a(0)eσt，にと

ることができて，(3.16)と (3.17)を用いて (3.18)

から B1と B2を消去すると，aの係数は，

(σ + ikU1)2 + (σ + ikU2)2 = 0 (3.19)

となる．これを解くと，σ が次のように求めら

れる：

σ = − ik
2

(U1 + U2) ± 1
2
|k||U| . (3.20)

ここで，

U = U1 − U2 (3.21)

とおいた．この実部が正のとき，撹乱は指数関

数的に成長し，Re[σ] が増幅率を与える．2 つ

ある (3.20)のうち，+ 符号の方が Re[σ] > 0と

なって，速度不連続面をもつこの流れは線形不安

定であることが結論づけられる．これをKelvin-

Helmholtz不安定 (KH不安定)という．増幅率

|kU |/2は，§2.5の直線渦列の変位撹乱に対する

線形安定性の計算で，点渦間隔を 0にする連続

体極限における増幅率 (2.54)と一致する．

Kelvin-Helmholtz不安定が起こるのは，渦度

の濃淡が一方的に拡大し続けるからである 4)．固

有関数は，

B1 =
1
2

(
±|U| + i

k
|k|U

)
a ,

B2 =
1
2

(
∓|U| + i

k
|k|U

)
a (3.22)

をみたす．(3.20)とは複号同順である．実定数 ε

を用いて，界面振幅を a = −iε exp(σt)とおこう．

複素数 σ の実部と虚部を，それぞれ，σr, σi と

おくと，界面の形 (3.12)は

η = εeσr t sinΘ ; Θ = kx + σi (3.23)

とかける．式 (3.22)を (3.14)と (3.15)に代入し

て，固有モードの撹乱速度の x 成分の界面での

平均値の 2倍と速度差を計算すると，結果は次

のように求まる：
(
∂φ1

∂x
+
∂φ2

∂x

)∣∣∣∣∣∣
y≈0

= −ε|k|Ueσrt sinΘ , (3.24)

(
∂φ1

∂x
− ∂φ2

∂x

)∣∣∣∣∣∣
y≈0

= ±εk|U |eσrt cosΘ . (3.25)

速度の跳びは，符号も含めて，界面の単位長さ当

りに含まれる渦度，すなわち，渦度の線密度と関

係している (§3.4)．U1+U2 = 0 (σi = 0), U > 0,

k > 0の場合について議論すれば十分であろう．

2次元渦層上の各点に，平均的には，z方向正の

渦度密度が分布している．波数 k > 0のとき，界

面は図 2 のように変位する. この変位によって，

安定・不安定のいかんによらず，渦層に沿う流れ
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(3.24)が誘起され，渦層内の渦度が運ばれる．こ

れは，点 x1, x3 から x0(= 0), x2に向かう流れで

ある (矢印 ⇒,⇐)．渦度の線密度が (3.25)の上

側の符号で与えられるとき，t = 0で x0, x2の渦

度密度が大きく，移流によって，そこに渦度がま

すます集まり，これを中心とする反時計回りの回

転運動によって界面の変位が増大する．すなわ

ち，不安定である．逆に，(3.25)の下側の符号の

場合，t = 0で x1, x3の渦度密度が大きく，移流

によって渦度が平滑化されていく注4）．

図 2 Kelvin-Helmholtz不安定のメカニズム

渦度密度の濃淡の拡大の議論を非線形領域ま

で外挿すると，たとえば，U > 0のとき，x0, x2

を中心に渦層は巻き上がって，そこを起点とする
二重らせん形 (double-branched spiral)に成長し

ていくという可能性がもっともらしい．しかし，
渦層というモデルはこのシナリオをすんなりと
は受け入れてくれない．基本流に特徴的な長さの
スケールがないことにより，増幅率 (3.20)が高

波数でも k の 1次に比例して際限なく増大する
という事実が障害となる．

3.3 有限時刻での特異点発現の可能性

有限時間内に，渦層の形状に特異点が発現する
ことは簡単に予想できる 6)．以下，U2 = −U1と

し，U = U1 − U2 > 0にとろう．

周期 2π/|k| の波の重ね合わせからなる初期撹
乱を考える．前節の議論を踏まえると，線形近似

のレベルで，界面の時間発展は

η(x, t) =
∞∑

n=−∞

[
an(0)eσnt + bn(0)e−σnt

]
einkx

(3.26)

注4）変位を増大する方向に圧力勾配が生じるという議論もわ
かりやすい 5)．

とかける．ここで，

σn =
n
2
|k||U1 − U2| = 1

2
|k|nU (3.27)

とおいた．変位 ηが実数値をとるので，a−n(0) =

an(0), b−n(0) = bn(0)の関係がある．上付きバー
は複素共役をあらわす．係数 {an(0)}, {bn(0)} (n =
0, 1, 2, · · · )は，初期 (t = 0)の渦層の変位 η(x, 0)

と初期の渦度分布の両方によって指定される．
ポイントを明確にするために，(3.26)の前半部

にのみ着目しよう：bn(0) = 0．(3.26)の右辺の収
束性は大きな n をもつ an(0)の振る舞いで決ま
る．仮に，正の定数 αと pを用いて，

an(0) = e−αnn−p (n� 1) (3.28)

のように振る舞うとしよう．このとき，(3.26)の
右辺で t = 0とおいたもの，さらに，それを xに

ついて何回微分したものも収束して，その値は x

について連続である．すなわち，初期変位 η(x, 0)

は “なめらか”注5）である．これは，Fourier係数

an(0) (n � 1)が nについて指数関数的に減少す
るからである．しかし，(3.26)の Fourier係数

an(0)eσnt = e−(α−U |k|t/2)nn−p (3.29)

は，時間がたつにつれて，減衰因子 α − U |k|t/2
を小さくしていく．やがて，

α − U
2
|k|tc = 0 (3.30)

をみたす時刻 tc において，この因子が 0となっ

て，界面のなめらかさが失われる．pを超えない
整数を [p] とかくと，p − 1 < [p] ≤ pで，（3.26)

の [p] 階導関数が収束しない．

Fourier係数は初期条件に依存する．典型的な
初期条件に対しては，(3.28)の形をとり，p = 5/2

が選ばれることが多いようである 7)．このときに

は，η(x, tc)の 2階微分が発散する点が生ずる．
以上，線形安定性解析にもとづいて，初期値が

なめらかな微小撹乱であったとしても，やがて微
係数が爆発することを大ざっぱに論じた．このこ
注5）とくに断らなければ，C∞級 (無限回微分可能)の意味で
用いる．
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とを，線形化初期値問題が “Hadamardの意味で
非適切である (ill-posed)”という．しかし，特異

性が現れるかどうかの正否は，非線形相互作用に
よってこの傾向が抑制されることなく，むしろ増
長されるかどうかにかかっている．特異点の出現

時刻 tc や特異点のタイプなど，具体的な特異流
れ場も線形近似の範囲内では決まらない注6）.

3.4 Birkhoff-Rott方程式
無限にひろがる領域に形成された渦層の 2次

元非線形運動について考えよう．渦層は z 方向
には一様で，渦度は z成分のみをもつとすると，
渦層は平面上の曲線とみなせる．それをパラメー

タ ξを用いて，X(ξ, t) = (X(ξ, t), Y(ξ, t))とかく．
渦度 ω による誘導速度の x 成分 u および y

成分 vは，それぞれ，Biot-Savartの法則 (1.65),

(1.66)によって与えられる．渦度は渦層曲線C内
に閉じ込められていて，C に沿う単位長さ当り
の渦度の総量を Ω(s, t)とおくと，2次元の Dirac

デルタ関数を用いて，

ω(x, t) =
∫

C
Ω(s, t)δ (x − X(s, t)) ds (3.31)

とあらわせる．曲線のパラメータを弧長 s にと
った．渦層に直交する方向の積分は実行できて，
(1.65), (1.66)は

u = − 1
2π

∫
y − Y(s′, t)
|x − X(s′, t)|2Ω(s′, t) ds′ ,

v =
1
2π

∫
x − X(s′, t)
|x − X(s′, t)|2Ω(s′, t) ds′ (3.32)

となる．Z(s, t) = X(s, t) + iY(s, t) とおいて，複

素数表示にまとめると，

u − iv =
1

2πi

∫
Ω(s′, t)

z − Z(s′, t)
ds′ (3.33)

である．これらの渦層上 z = Z(s, t) での値が渦
層の運動速度を与える (Helmholtzの第 2法則)．

しかし，これで定式化が片づいたわけではない．
この特異積分を評価する処方せんがないし，渦層
C をはさんで，流速の渦層への接線成分が不連
注6）特異点の出現は非線形相互作用に負うが，初期変位が十
分小さければ，tc においても振幅は小さいままであるので 8)，
線形近似である程度記述できるものもある 7).

続で，渦層の運動速度の接線成分も決まらない．
また，線密度 Ω(s, t)の時間変化を決める仕事も

残っている．
渦層 C の両側の領域 1, 2では，流れはポテン

シャル流である．渦度の線密度は，渦層をはさん

での速度ポテンシャルの値の差と関係している．
領域 1から 2に向かうように，C 上に単位法線
ベクトル nをとろう (図 3)．そして，領域 1側

の速度の渦層境界での値を u−，領域 2側の境界
値を u+ とおく注7）：

u+(X) = lim
δ↓0

u2(X + δn) ,

u−(X) = lim
δ↓0

u1(X − δn) . (3.34)

下向き矢印 ↓ は，δ の値を正に保ったまま 0に
限りなく近づける操作をあらわす．しばらくの間

だけ，時間 t依存性を忘れることにする．図 3の
ように渦層曲線を中央にはさみこむようなたて
に薄い微小な矩形領域 (たて 2δ，よこ l)をとり，
そこで，Stokesの定理

∮
u · dx =

∫
ωdAを適用

する．話をわかりやすくするために，極限 δ ↓ 0

をとる前は，渦度は矩形領域に一様に分布してい
ると考えると，

(
u−‖ (X) − u+‖ (X)

)
l ≈ ω(X)l · 2δ (3.35)

となる．u+‖ は速度 u+ の接線成分で，C上の点 X
における単位接線ベクトルを t = t(X)とすると，

u+‖ = u+ · t である．たて辺に沿う線積分は，極限
で消えるので，あらかじめ省略した．これより，
渦度の線密度は接線速度の差と関係づけられる：

Ω(X) = lim
δ↓0

ω(X) · 2δ = −[u‖](X) . (3.36)

ここで，一般に，界面を隔てた物理量の跳びを，

[ · ] であらわす：
[u‖](X) = u+‖ (X) − u−‖ (X) (3.37)

領域 jで φ = φ j ととり，(3.34)にならって，速

度ポテンシャルの境界値を

φ±(X) = lim
δ↓0

φ(X ± δn) , (3.38)

注7）§3.2と異なり，本小節以降，ベクトル u j およびポテン
シャル φ j は全流速に対して用いる．
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とかくと，(3.36)は

Ω = −[( t · ∇)φ] = −
[
∂φ

∂s

]
(3.39)

に帰着する．

l

2δ2

1

n

t

図 3 渦層を含む矩形領域

時間変数 tを復活させて，Ω，そして，渦層曲

線 C の時間発展を導こう．曲線パラメータ ξ を

Lagrange変数とみて，C上の点 X(ξ, t)が，C を

隔てて不連続な速度ベクトルの境界値のちょう

ど平均の値で動くと仮定しよう．この平均値を

V(ξ, t)とおくと，

∂

∂t
X(ξ, t) =

1
2

(
u+(X, t) + u−(X, t)

)
= V(ξ, t) (3.40)

が ξ の定義となる．ここで，速度ポテンシャル

の境界値の差を

Φ(ξ, t) = φ+ (X(ξ, t), t) − φ− (X(ξ, t), t) (3.41)

とおくと，このときに限り，

∂

∂t

{
∂Φ

∂ξ

}
= 0 (3.42)

という著しい性質がある 9)．これは，∂Φ/∂ξ が

Lagrange不変量であることを意味する．

定義 (3.41)の両辺を tで偏微分すると，

∂Φ

∂t
=

[
∂φ

∂t

]
+ V · [∇φ] (3.43)

を得る．Bernoulliの定理

∂φ j

∂t
+

u2
j

2
+

p j

ρ
= C j (3.44)

の両辺の C の両側での値の差をとると，[
∂φ

∂t

]
+

1
2

[
u2

]
= [C] (3.45)

を得る．圧力項が落ちたのは，境界条件 (3.10)

のおかげである．右辺の [C] は任意関数 C j(t)

( j = 1, 2)の差で，やはり，t の任意関数である．

左辺第 2項は，

[
u2

]
= (u+ − u−) · (u+ + u−) = 2

[∇φ] ·V (3.46)

と書きなおすことができて，(3.43)と (3.45)を

比べると，

∂Φ

∂t
= [C] (3.47)

が導かれる．右辺は ξにはよらないので， (3.47)

の両辺を ξ について偏微分すると，(3.42)に到

達する．渦層上の点 X(ξ, t)がそこに接する両側

の流体の平均速度 (3.40)で運動するときにのみ，

(3.42)が成立することを繰り返し強調しておく．

つまり，恒等式 (3.46)にぴったりはまる仕掛け

(3.40)がここで効いているわけである．

定義 (3.41)を思い出すと，渦層の無限小長さ

dsに含まれる渦度は，(3.39)を介して，

Ωds = −∂Φ
∂s

ds = −∂Φ
∂ξ

dξ = dΓ (3.48)

と，Γ = −Φ + const.の微分としてかける．これ

は，ある基準点からはかった渦度の総量 (=循環)

で，

Γξ =
dΓ
dξ
= −∂Φ

∂ξ
(3.49)

が Lagrange不変量となることは，Kelvinの循環

定理と符号する．

境界値 (3.34)の平均は，(3.33)の右辺の主値

積分によって計算できる．結局，点 X(ξ, t)の運

動速度 (3.40)は

∂Z(ξ, t)
∂t

=
1

2πi
pv

∫ ∞

−∞

Γξ(ξ′)
Z(ξ, t) − Z(ξ′, t)

dξ′

(3.50)

と求められた注8）．記号 pv
∫
は主値積分をあらわ

す．渦層の運動の初期値問題を支配するこの微分

注8）Γ自身をパラメータにとると便利である．
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積分方程式方程式は Birkhoff-Rott 方程式 とよ

ばれる 6, 10)．渦層の運動速度の接線成分は渦層

の形には無関係であるが，主値積分をとったおか

げで，Γξ の時間発展が不要になり，大幅な簡単

化が達成された．

初期に，Z(ξ, 0)と Γξ(ξ)が Lagrangeパラメー

タ ξ について周期的ならば，その後の発展でも

周期性は保たれる．一般性を失うことなく，

Z(ξ+ 2π, 0) = 2π+ Z(ξ, 0) , Γξ(ξ+ 2π) = Γξ(ξ)

(3.51)

とおくことができる．積分領域を [0, 2π] 区間に

限る代わりに，(2.44) (a = 2πとおく) を利用し

て，x方向に 2πごとに離れた点に位置する無限

個の点渦からの寄与をすべて取り込んでやると，

(3.50)は

∂Z(ξ, t)
∂t

=
1

4πi
pv

∫ 2π

0
Γξ(ξ

′)

× cot

(
1
2

[
Z(ξ, t) − Z(ξ′, t)

])
dξ′ (3.52)

で置き換わる 6, 8)．

3.5 Mooreの曲率特異性

Moore2)は，周期 2πの微小変位 Z(ξ, 0) = ξ +

iε sinξ, Γξ(ξ) = 1を初期条件にとり，正の波数

に限るが，無数の Fourierモード間の結合を取り

込める (3.50)の漸近解析を行い，主要項の高波

数での振る舞いから特異性の型や出現時刻 tc を

予想した；時刻 tc で，ξ = 0, ±2π, ±4π, · · · にお
いて，曲率が無限大になる．特異点 ξs 近傍では，

曲率は局所的に |ξ−ξs|−1/2のように振る舞い，特

異点への渦度の集中も強まって，渦度の線密度分

布は const. − |ξ − ξs|1/2のようにカスプ状になる
8, 10)．これをMooreの曲率特異性とよぶ注9）.解

析の詳細を知るには，原論文 2)にあたるのが近

道である．

この漸近解析の妥当性は，初期振幅が十分小

さい場合で，tc にいたるしばらく前の時刻まで

注9）3
2 -特異性ともいう．

しか保証されない．しかも，負の波数のモードを

除外しているので，部分的な解析でしかない 11)．

そこで，(3.50)や (3.52)の初期値問題を解いて，

Mooreの予想を検証する必要がある．以下で，高

精度離散渦法による数値解について説明する．

特異性をつかまえるには，KH 不安定の固有

モードから出発するのがむだが少ないであろう．

Euler的な固有関数 (3.22)を Lagrange表現にや

き直そう．仮定 σi = 0を思い出すと，初期 (t = 0)

において，渦層の形 (3.23)は，x座標をパラメー

タとして，(X, Y) = (x, εeσt sinkx)とかける．速

度の跳び (3.25)を積分すると，撹乱速度のポテ

ンシャルの跳びが φ1− φ2|y≈0 = ±ε|U| sinkxと計

算でき，全流速に対する速度ポテンシャルの跳び

が，Φ = −Ux ∓ ε|U | sinkx と求められる．上側

の符号が不安定モードに，下側の符号が安定モー

ドに対応する．これは，(3.48)で定義される −Γ
に等しい．一般性を失うことなく U > 0とし，

Γ = Uξ によって，Lagrangeパラメータ ξ を導

入すると 12)，ε について 1次までの精度で，

Z(ξ, 0) = ξ + ε(∓1+ i) sinkξ (3.53)

とあらわすことができる 13).

初期撹乱の波数を k = 1とし，U = 1と規格

化すると，周期 2πの流れになる．Birkhoff-Rott

方程式 (3.52)の数値シミュレーションとしては，

素朴には，曲線を点列で近似して台形則を用いて

積分を有限個の和で置き換えればよいであろう．

そうすると，1つ 1つの点を点渦とみなすことが

できる．区間 [0, 2π] を N 等分しよう．パラメー

タ空間で，隣り合う点渦の間隔は ∆ξ = 2π/N で，

積分方程式 (3.52)は，連立常微分方程式系

dZ̄ j

dt
=

1
2iN

N∑
m=1

′ cot

(
Z j − Zm

2

)
(3.54)

に還元される．記号 ’ は和から m = j を除くこ

とを意味する．初期条件としては，(3.53)のマイ

ナス符号側に ξ = ξ j = ( j − 1)∆ξ ( j = 1, · · · ,N)

を代入して，Z j = Z(ξ j, 0)ととればよい．

方程式系 (3.54)を無造作に積分すると，どん

なに N を大きくとっても，すぐに計算が破綻し
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てしまう．高波数の撹乱ほど増幅率が大きいとい

う事情，(3.20)の渦列版 (2.53)，により，まるめ

誤差が猛烈な勢いで増殖して，微細スケールでの

不規則性が急激に発達するからである．

Krasny13)は “Fourierフィルタ” の方法を考案

し，高波数でのまるめ誤差の増殖を抑えること

に成功した；　時間発展は点渦近似で行うが，各

時間ステップごとに，渦層形状 Z(ξ, t) − ξ に離
散 Fourier変換をほどこす．Fourier係数の大き

さがあらかじめまるめ誤差程度の大きさに設定

した値より小さければ，まるめ誤差からくるノ

イズとみなして，これをゼロにセットするという

ものである．高波数側の誤差を選択的に捨てる

ので，事実上のスムージングである．加えて，周

期 Cauchy核をもつ特異主値積分 (3.52)を指数

関数オーダ (= ‘無限次’) の精度で離散近似する

方法 “alternate point, trapezoidal quadrature”が

見つかり，これを組み合わせると，さらなる大幅

な精度の向上が実現できる 14)．

これらの操作により，特異点出現直前まで計

算時間をのばすことができる．数値計算結果は

Mooreの予想を支持している．特異点は，

1+
1
2

tc + log tc ≈ log

(
2
ε

)
(3.55)

をみたす t = tc のころに出現し注10），(3.28)にお

ける p はほぼ 5/2である．また，初期変位の振

幅 ε が小さいほど，特異点出現時刻 (tc) が遅く

なることもわかる．その一方で,数値計算が別に

示唆したことは,振幅 ε が小さい間は，特異点は

0,±2π,±4π, · · · に周期的に発生するだけである
が，ε を大きくすると，各特異点が 2つに分裂す

る．図 4は，tc 直前での特異点近傍の様子 13)を

スケッチしたものである．上側 (a)が ε が小さい

場合で，(b)が ε が大きい場合である．実線が特

異点近傍での渦層の形で，破線が対応する曲率で

ある．

この状況に対して,曲線パラメータ ξを複素数

に拡張して界面変位や渦度分布を解析接続し，複

注10）Moore2) が採用した初期条件に対しては，右辺の log 2
は log 4となり，tc が大きくなる．

(a)

(b)

図 4 特異点の初期振幅依存性のスケッチ

素 ξ 平面での主要な特異点の運動を追跡するこ

とによって，実特異点出現をまねく非線形相互

作用を手際よく解析することができ 15)，さらに，

特異点の起源や型のほか，特異点近傍での渦層形

状の漸近形のような突っ込んだ情報を正確に導出

することができる．また，上述の初期振幅が大き

いときの特異点の奇妙な振る舞いも説明がつく
7)．引き続いて，複素平面での特異点誕生の瞬間

とその直後の振る舞いについて紹介する．

3.6 複素パラメータ空間での特異点の挙動

複素 ξ 平面での特異点に着目すると，渦層を

構成する要素間の非局所相互作用を，近似的に局

所化することができる．周期境界条件 (3.51)に

加えて，Γ(ξ + 2π) = 2π+ Γ(ξ)によって，渦層の

強さを規格化しておこう．

ξ

C
Reξ′

Im ξ′

2π0

図 5 複素 ξ′ 平面上での積分経路 C

Birkhoff-Rott方程式 (3.52)の被積分関数は，

点 ξ′ = ξ に 1位の極をもつ．図 5のように，複
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素 ξ′ 平面上に，極 ξ′ = ξを下によける経路 Cを
とると，主値積分 (3.52)は

1
4πi

∫
C
Γξ(ξ′) cot

(
1
2

[
Z(ξ, t) − Z(ξ′, t)

])
dξ′

+
Γξ(ξ)

2Zξ(ξ, t)
(3.56)

となる．

Z(ξ, t) = ξ + s(ξ, t) , Γ(ξ) = ξ + σ(ξ) (3.57)

とおいて，周期変動成分 s, σを抜き出そう注11）.

s∗(ξ, t) = s(ξ, t) (3.58)

と定義すると，sが ξの解析関数ならば，s∗ も ξ

の解析関数となる．sと s∗ が複素上半面で決ま
れば，sは全複素 ξ 平面上で決まる．さらに，ξ

が実数のとき，s∗(ξ, t) = s(ξ, t)となって，一致の

定理より， (3.52)は複素上半 ξ 平面に解析接続

できる：

∂s∗(ξ, t)
∂t

=
1

4πi

∫
C

(
1+ σξ(ξ′)

)

× cot

(
W(ξ, ξ′, t)

2

)
dξ′ +

1+ σξ(ξ)

2(1+ sξ(ξ, t))
.

(3.59)

ここで，

W(ξ, ξ′, t) = ξ − ξ′ + s(ξ, t) − s(ξ′, t) (3.60)

で，s(ξ, t)も σ(ξ)も複素数に値をとる．さらに，

(3.59)は恒等的に

∂s∗

∂t
=

σξ − sξ
2(1+ sξ)

+ J(ξ, t) (3.61)

と変形することができる．ここで

J(ξ, t) =
1

4πi

∫
C

(
1+ σξ(ξ

′)
)

×
{
i + cot

(
W(ξ, ξ′, t)

2

)}
dξ′ (3.62)

注11）原論文 7) の表記法にしたがう．ここでは，sは長さでは
なく，σは増幅率ではない．

である．σ(ξ) が周期的 (周期 2π) なので，∫
C σξ(ξ

′)dξ′ = 0に気づかれたい．このように変

形するご利益は，ごく初期のうちは，特異点近傍

では，J が無視できるほど小さいことである．出

発時 (t = 0)およびその直後においては，特異点は

実 ξ軸から離れたところに位置する．上半平面の

特異点に着目すると，その近傍では，Im[ξ] � 1

で，さらに，s(ξ′, t) = O(1)と s∗(ξ′, t) = O(1)と

なる経路 Cを考えると，(3.60)より，W の虚部

Wi � 1で
∣∣∣∣∣∣i + cot

(
1
2

W

)∣∣∣∣∣∣ ≈ 2e−Wi � 1 (3.63)

がいえる．したがって，その積分 (3.62)も小さ

い．(3.52)の複素共役をとった Z(ξ, t) の発展方

程式に対しても，手続きが平行に行える．こうし

て，Birkhoff-Rott方程式の漸近展開の主要部が，

局所的な関係 (=偏微分方程式)にまで落とせた
7, 16)：

∂s∗

∂t
=

σξ − sξ
2(1+ sξ)

,
∂s
∂t
=

σξ − s∗ξ
2(1+ s∗ξ)

. (3.64)

初期条件として，不安定固有モード，すなわち，

(3.53)の上側の符号をとろう．本小節の記号では，

s(ξ, 0) = ε(i − 1) sinξ , σ(ξ) = 0 (3.65)

とかける．

ごく初期 (t � 1)のうちは，(3.64)の解は tに

ついての Taylor展開

s = s0(ξ) −
σξ − s∗0ξ

2(1+ s∗0ξ)
t + · · · , (3.66)

s∗ = s∗0(ξ) +
σξ − s0ξ

2(1+ s0ξ)
t + · · · (3.67)

で近似できる．ここで，s0(ξ) = s(ξ, 0), s∗0(ξ) =

s∗(ξ, 0)である．この級数解は，t の係数の分母

が 0に近づくと破綻する．分母の片方が 0にな

る点 ξ0 が一般的な特異点を与える．そのうち，

1+ s0ξ(ξ0) = 0, 1+ s∗0ξ(ξ0) � 0なる特異点 ξ0につ

いて，誕生と動き出しについて考察していこう．
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特異点まわりの座標 ζ = ξ − ξ0を導入すると，

ξ0のまわりで，(3.66)および (3.67)は，

s = s00 − ζ + · · · , (3.68)

s∗ = s∗00 + s∗01ζ +
1+ σ01

2s02ζ
t + · · · (3.69)

と展開できる．ここで，

s0n =
∂ns0

∂ξn
(ξ0) , σ01 = σξ(ξ0) (3.70)

とおいた．後者 (3.69)から，ζ = O(t1/2)で展開

が破れることが読み取れる．展開 (3.68), (3.69)

をもう 1つ進めれば，t � 1のとき，スケーリ

ング

ζ = η

(
2(1+ σ01)
s02(1+ s∗01)

)1/2

t1/2 (3.71)

が示唆され，さらに，特異点の型や初期での振る

舞いがわかる．結果は，(3.28)で p = 5/2とお

いた特異点，すなわち分岐点が

η = η0 ≈ 0.7359+ 0.4920 i (3.72)

に位置するということである 7)．特異点の型は時

間的に変わらない．

初期条件 (3.65)に対して，特異点を計算して

みよう．

ξ0 = i log

(
1+ (1− 2iε2)1/2

(1+ i)ε

)
(3.73)

とおくと，1+s0ξ(ξ0) = 0をみたす特異点は ±ξ̄0で

おこる．s∗0(ξ) = −ε(i+1) sinξより，1+s∗0ξ(ξ0) = 0

をみた特異点は ±ξ0でおこり，特異点は，実軸お

よび虚軸について対称に 4つ組みで生じる．式

(3.71)より，t = 0で ξ = ξ0に登場した特異点 ξs

は，t � 1のとき，

ξs ≈ ξ0 −
(

2i
1− 2iε2

)1/4

η0t1/2 (3.74)

のように運動する注12）.
注12）式 (3.71)からまず導けるのは，複素共役点 ξ̄0を出発す
る特異点の運動である．

初期振幅が小さいとき (ε = 0.2)と，大きいと

き (ε = 0.5)の 2例について，特異点の軌跡を

描いたのが図 6 である．界面変位の Fourier空

間における高波数 (k � 1)での漸近形の主要項

は，実軸に最も近い特異点によって決まる．長

時間にわたる特異点の追跡は，数値解の Fourier

変換をこの漸近形にフィットすることによって行

う．ε = 0.2のとき，特異点 (3.73)は，t = 0で，

ξ0 ≈ 0.8054+1.9566 iで誕生する (図 6の中央部

上より)．直後は，(3.74)にしたがって，左ななめ

下向きに運動して (破線部)，やがて，虚軸上のあ

る点で，特異点−ξ̄0とぶつかって合体，その後，虚

軸上を下降して，有限時間で，原点 ξ = 0に到達

する注13）．これが，図 4 (a)で，x = 0に出現する

特異点である．振幅が大きくなると様子が変わる．

ε = 0.5のとき，特異点は，ξ0 ≈ 0.9046+1.0613 i

で誕生し (図 6の中央部下より)，左ななめ下向

きに運動して，有限時間内に実軸に到達する．こ

こでは ξ̄0と衝突する．同時刻に，−ξ0にも特異

点が出現する．図 4 (b)では，これが特異点の分

裂として観察された．

図 6 複素 ξ 平面上での特異点の運動．文献 7) より
転載．

表面張力は，たとえ小さくても，Mooreの曲

率特異性を解消して，界面はらせん状に巻き上が

る．しかし，やがて，界面上の離れた 2点が接
注13）σ = 0のとき，虚軸上の特異点の運動を (3.64)にもとづ
いて解析することが，ある程度可能である．

3

2

1

0 0.79 1.57

Re{n}

Im
{n

}

(b)

(a)
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近して，界面が自己交差をおこしてつなぎ換わる

という新たな特異性，“ピンチング特異性”，がも

たらされる 17, 18)．粘性はこの自己交差を抑える

ことはできるが，表面張力がある程度大きいと，

別のタイプのトポロジー的特異性を許す可能性

がある 19)．

3.7 渦面の 3次元運動

渦層の 3次元運動は曲面の時間発展の問題に

帰着するので，渦面とよぶことにしよう．渦度ベ

クトル方向の流れの変化を許すことによって，渦

線の伸長という要素が加わる．Birkhoff-Rott方

程式 (3.50)は 3次元問題に自然に拡張できる 9)．

2つのパラメータ ξ1, ξ2 を用いて渦面 S 上の

点を X(ξ1, ξ2, t) とあらわす．点 X(ξ1, ξ2, t) にお

ける S の単位法線ベクトルは，

n =
1
J

Xξ1 × Xξ2 , J = |Xξ1 × Xξ2 | (3.75)

である．下付き添字 ξ j は ξ j に関する偏微分をあ

らわす．J � 0を仮定する．2次元のときと同じ

く，nについて正の側 (領域 2)と負の側 (領域 1)

の流速の渦面 S での境界値を，それぞれ，(3.34)

によって定義する．点 Xにおける S 上単位面積

当りの渦度は，uの跳びを [u] = u+ − u− とかき,

φを速度ポテンシャルとすると，

Ω = n× [u] = n× [∇φ] (3.76)

で与えられる．これは (3.36)あるいは (3.39)の 3

次元版で，S に接するベクトル場である．曲面パ

ラメータ ξ = (ξ1, ξ2)の関数として，Ω = Ω(ξ, t)

とかくと，渦度ベクトルは S 上の 2重積分

ω(x, t) =
∫

S
Ω(ξ, t)δ (x − X(ξ, t)) Jdξ1dξ2

(3.77)

で与えられる．ここでは，δは 3次元の Diracデ

ルタ関数である．Biot-Savartの法則 (1.48)より，

一般の点 xにおける流速は

u(x, t) =
1
4π

∫
S

Ω(ξ′, t) × (
x − X(ξ′, t)

)
|x − X(ξ′, t)|3

× J(ξ′, t) dξ′1dξ
′
2 (3.78)

によって計算できる．これの渦面上の点 x =

X(ξ, t) での値が，その点での渦面の運動速度

∂X/∂tを与えるわけであるが，特異積分の評価が

再び問題になる．

速度ポテンシャルの境界値の跳び (3.41)は，今

の場合，(ξ1, ξ2)の関数として，

Φ(ξ, t) = φ+ (X(ξ, t), t) − φ− (X(ξ, t), t) (3.79)

とあらわされる．(ξ1, ξ2)を Lagrangeパラメータ

とみなして，(3.40)のように，渦面上の点 Xが，

その点の u+(X, t) と u−(X, t) の平均速度 V(ξ, t)

で運動すると仮定しよう．平均速度 V は (3.78)

の主値によって与えられる．2次元のときとまっ

たく平行な議論，(3.43)–(3.47)によって，Φξ1 と

Φξ2 が Lagrange不変量であることが証明できる．

積分 (3.78)の中で，

JΩ = (Xξ1 × Xξ2) × [∇φ]

=
(
Xξ1 · [∇φ]

)
Xξ2 −

(
Xξ2 · [∇φ]

)
Xξ1

(3.80)

と変形できることに気づくと，計算がずいぶん楽

になる．合成関数の微分の規則を使うと， Xξ j ·
[∇φ] = Φξ j ( j = 1, 2)となって，これは時間によ

らない．もはや，渦度の時間発展の計算は不要で

ある．結局，S 上の点 X(ξ1, ξ2, t)の運動速度は，

主値積分

∂X
∂t
=

1
4π

pv
∫

S

W(ξ′, t) × (
X − X(ξ′, t)

)
|X − X(ξ′, t)|3

× dξ′1dξ′2 (3.81)

で与えられる．ただし，

W(ξ, t) = Φξ1(ξ)Xξ2(ξ, t) −Φξ2(ξ)Xξ1(ξ, t)

(3.82)

である．点 Xのごく近傍では曲面 S は平面であ

る．ξ1ξ2平面上で，考えている点を中心とする半

径 ε(> 0)の円をくり抜いた領域で積分を行い，極

限 ε → 0をとったものが積分の主値である．こう

して，Birkhoff-Rott方程式 (3.50)は 3次元に拡
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張された 9)．実際，X(ξ, t) = (X(ξ1, t), Y(ξ1, t), ξ2),

Φ(ξ) = Γ(ξ1) ととると，(3.81)は (3.50)に帰着

する．

Mooreの方法を拡張して，(3.81)にもとづいた

漸近解析を行うことにより， 曲率特異性に対す

る渦線方向への摂動の効果が調べられた 20)．特

異点発現時刻 tc は大きな変更を受けないが，渦

線の形状が補正を受ける．さらに渦線方向のみの

微小撹乱を与えたときの結果は，本質的に 3次

元的な特異点発現の可能性を示唆している．撹

乱の波数ベクトルの方向が一定であるときには，

波数ベクトルと直交する周期直線列に沿って曲

率特異性があらわれることが一般的に示せる 12)．

点状，あるいは，有限の線分状の特異性が可能か

どうかについて，数値計算および漸近解析によっ

て調べられたが，Mooreの 2次元曲率特異性を

超えるものは見つかっていない 21)．

軸対称ジェットのように，対称軸をまわる速度

成分をもたない軸対称渦面の運動は次のように

計算できる．対称軸を x軸とする．動径座標を ρ

とし，パラメータの１つを ξ1 = ξ とかくと，渦

面上の点は

X(ξ, t) = (x(ξ, t), ρ(ξ, t) cosξ2, ρ(ξ, t) sinξ2)

(3.83)

とあらわせる．また，Φ(ξ) = Γ(ξ)ととる．これ

らを，(3.81)と (3.82)に代入すると，対称軸を含

む断面内の点 (x(ξ, t), ρ(ξ, t)) の運動速度として，

若干の計算の後，

∂x
∂t
=

1
ρ

∂ψ

∂ρ
,
∂ρ

∂t
= −1

ρ

∂ψ

∂x
(3.84)

に導かれる．ここで，φ′ = ξ′2 − ξ2 とおき，ρ =

ρ(ξ, t), ρ′ = ρ(ξ′, t)などと略記すると，

ψ =
1
4π

pv
∫

dξ′Γξ(ξ′)
∫ 2π

0
dφ′ cosφ′/

{
ρ2 + ρ′2

− 2ρρ′ cosφ′ + (x − x′)2}1/2 (3.85)

である．Stokesの流れ関数 (3.85)であらわされ

る流れの構成要素となっているのは，点 X(ξ′, t)
にある強さ Γξ′dξ′ の渦輪である．

これを正則化した方程式にもとづいた軸対称

渦面の巻き上がりの数値シミュレーションについ

て，次小節で紹介する．

3.8 渦層の巻き上がり

実際の流れでは，剪断層はらせん状に巻き上が

る．それにつれて，渦度はらせんの中心部に集め

られ，渦管が形成されていく．Birkhoff-Rott方

程式では，たとえ，界面のなめらかな微小変形か

ら出発したとしても，大きく変形する以前に解が

爆発してしまう (図 4参照).巻き上がりを計算す

るには，渦層 (渦面)というモデルを正則化する

必要がある．

正則化の手段としては,「表面張力を入れる」，

「渦層に厚みをもたせる」，「粘性を入れる」などの

手が考えられるが (§3.6の末尾を参照)，もっと

簡便な方法がある．Birkhoff-Rott方程式 (3.50)，

(3.52)の特異積分核の分母を定数分だけ ‘底上

げ’ することである．この方法は “vortex blob

method”の範疇に属する．2次元問題において，

簡単のため，Γξ = 1，すなわち，曲線パラメータ

を循環と一致させ (ξ = Γ)，周期を 1としよう：

X(ξ + 1, t) = 1+ X(ξ, t), Y(ξ + 1, t) = Y(ξ, t)．方

程式 (3.52)の周期を 1にとりなおして，さらに，

正則化したものを書き下すと，

∂X
∂t
= −1

2

∫ 1

0
dξ′ sinh 2π(Y − Y′)

/{cosh 2π(Y − Y′) − cos 2π(X − X′) + δ2} ,
∂Y
∂t
=

1
2

∫ 1

0
dξ′ sin 2π(X − X′)

/{cosh 2π(Y − Y′) − cos 2π(X − X′) + δ2}
(3.86)

となる 22)．正の定数 δを分母に含む (3.86)を “δ

方程式” という．δ � 0ならば，特異性は生じな

い.この正則化は物理的効果と直接的には結びつ

けにくいが，平らな界面の線形安定性を調べる

と，粘性と類似のはたらきがあるのがわかる．

例として，初期変位を X = ξ + 0.05 sin 2πξ,

Y = −0.05 sin 2πξとし，正則化パラメータを δ =

0.1 ととったときの渦層形状の発展を図 7 に示
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(a) (b)

(c) (d)

図 7 δ方程式 (3.86)にしたがう渦層の巻き上がり

す．図 7 (a)から (d)へすすむにつれて，時間は

t = 0, 6, 8, 10と経過している．t = tc 以降も時間

発展が可能になり，渦層が巻き上がって，二重ら

せん (double-branched spiral)が形成されるのが

観察される．各らせんの巻き数は有限回である．

δ を小さくするにつれて，同時刻で比較すると，

同じサイズの領域内でも巻き方が激しくなり，と

なり合う層の間隔が小さくなる．δ → 0の極限

で，巻き数が無限になると予想される．

巻き上がるにつれて，集中した渦度が流れ場を

支配するようになる．二重らせんの形は，らせん

の中心に位置する点渦によって巻き取られる曲線

状のパッシブスカラーの形で近似することがで

きる 23)．らせんの中心を原点に移し，周期境界

条件を考慮すると，パッシブスカラー曲線上の点

(x(ξ, t), y(ξ, t))の運動は，

dx
dt
= −1

2
sinh 2πy

cosh 2πy − cos 2πx + δ̃2
,

dy
dt
=

1
2

sin 2πx

cosh 2πy − cos 2πx + δ̃2
(3.87)

によって支配される．右辺は，原点を含んで x

軸上に周期 1 で並んでいる正則化した点渦 (=

vortex blob)の列がつくる速度である．初期条件

は，x 軸上の線分 x(ξ, 0) = −0.5+ ξ, y(ξ, 0) = 0

(0 ≤ ξ < 1, ξ � 0)をとればよい．δ̃ および時間

スケールをうまく調整すると，(3.87)を解いて得

られる二重らせんの形は，(3.86)の解をよく近似

できる．(3.87)の厳密解はWeierstrassの楕円関

数 (P関数)で書きあらわせる．この解の δ̃ → 0

の極限は上の予想を支持する．

δ 方程式 (3.86)を tc を越えた時刻 t まで積分

して得られる二重らせん解の δ → 0の極限と，

δ = 0の方程式の解とはどのようにつながってい

るのだろうか？　時間変数 tを複素数に拡張する

ことによって，両者の関係を鳥瞰することがで

きる 11, 23)．δ → 0の極限では，Re[t] ≥ tc の領

域全体を特異点が稠密に埋め尽くしてしまって，

t < tc の解を Re[t] ≥ tc の領域に解析接続するこ

とは不可能である．一方，δが有限の大きさをも

つときの解の複素 t 平面上の特異点の分布から，

(3.86)の解がなぜ二重らせんに巻き上がるのかが

理解できる．楕円関数の 2重周期構造は，(3.86)

の解の複素 t 平面での特異点の 2重周期構造の

特徴をよくとらえている．

さて，渦層の巻き上がりの数値計算に適した δ

方程式を使えば，渦対や渦輪の形成過程を長時

間にわたって効率よく追跡できるであろう．例え

ば，平板や円板の後流を渦層としてモデル化し，

その長時間発展を調べてみると，規則正しいら

せん状に巻き続けることはなく，微細な不規則性

が発生することが避けられないことがわかる 24)．

円筒渦面の巻き上がりは，(3.85)を正則化するこ

とによって計算できる．図 8は，数値計算の最終

段階での渦面の断面図である．渦核中心をとり

囲むうすい帯状領域内に乱れが生じている注14）．

後方よどみ点近傍でも，渦面が激しくゆらぎなが

ら，交差を繰り返している．

渦面は垂直方向には流体ともに動くので，渦面

の不規則性は流れ場の乱れを反映する．巻き上

がった渦面の切り口は，Hamilton力学系のカオ

スの様相を呈している．渦輪とともに運動する座

標系でみると，定常基本流による流体粒子の断面

注14）共鳴帯とカオス領域を含む細い円環状の帯は 2本ある．
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図 8 円筒渦面の巻き上がりにおいて発生するカオス．
文献 24)より転載．

上の軌道は，楕円型，双曲型両方のタイプの固定

点およびヘテロクリニック軌道を含む．前部およ

び後部よどみ点が双曲型固定点に対応し，それ

を結ぶ軌道がヘテロクリニック軌道である．そし

て，そこに，内在的な時間周期的摂動が加わり，

Lagrangeカオスが発生する．実験室でしばしば

観察される渦輪の後方に長くのびる渦度の尻尾

は，ヘテロクリニック軌道の横断的交差に由来す

ると解釈できる．渦対でもカオスがみられるが，

渦輪に比べて摂動が弱い．

本稿では割愛したが，多様な渦構造をつくり

出して流れに彩りを与えるはたらきとして，バ

ロクリニック効果を欠かすことはできない 25, 26)．

“Rayleigh-Taylor不安定” によって密度不連続面

の振動が増幅されると，バロクリニック効果に

よって界面で渦度が生成され，渦層が発達する．

表面張力がないとき，片方の流体の密度が 0でな

い限り，KH 不安定と同様な特異性が有限時間内

に出現すると予想されている 27, 28)．特異点出現に

は密度差さえあれば十分で，必ずしも重力を必要

としない 29)．この引き金となる初期段階での微小

撹乱の増幅メカニズムを，“Richtmyer-Meshkov

不安定” という．
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